
https://konkur.info

https://konkur.info


 ي دهم رياضيپايه................................... ................................... ....................................1ي هندسه درسنامه

  )1ي صفحه( 

براي ورود به بحث هاي هندسي، لازم است برخي از مفاهيم اساسي و مورد نيـاز از قبيـل گـزاره، اسـتدلال ،        

 رياضي  و مفاهيمدر ضمن معرفي اين مفاهيم به ناچار برخي اصطلاحات. نماييم معرفي را... تعريف ، قضيه و 

ت در ادامه تعريفي دقيق براي آنها ارائه شود ولي در ابتدا آنها را پيش              گرچه ممكن اس  . و هندسه را بكار ببريم    

  .دانسته فرض مي كنيم

 درست يا نادرست باشد، اگرچه درستي يا نادرستي  دقيقĤًاست كهخبري ي جمله يك گزاره :گزاره مفهوم 

   .معلوم نباشدآن بر ما 

  . هر يك از جملات زير گزاره هستند:مثال 

  . يك عدد گنگ است2 عدد :1

2: م يك عدد هميشه از آن بزرگتر است توان دو.  

  .ستني درجه 180هاي داخلي هر مثلث   مجموع زاويه :3

  . بين هر دو عدد طبيعي متوالي ، عدد طبيعي ديگري وجود ندارد  :4

  . نادرست مي باشند3 و 2 درست و گزاره هاي 4 و 1كه گزاره هاي 

  .گاهي اوقات يك گزاره با نماد هاي رياضي نوشته مي شودشته باشيد كه توجه دا

  .هر يك از جملات زير گزاره هستند: مثال 

1:   ),( 212 ∈                    2:    23 >                        3:    5
5

5 =  

  . نادرست مي باشند2ست و گزاره ي  در3 و 1كه گزاره هاي 

  .ه محسوب نمي شوندر، چون خبري نيستند، گزا هر يك از جملات زير :مثال 

   يك عدد گويا است؟πآيا عدد : 1

01032يمعادله : 2 =−+ xxرا حل كن .  

  !است مفيدي ساوينامچه نامساوي مثلثي ،  :  3
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  )2ي صفحه ( 

گزاره اي كه هم درست باشد و هـم نادرسـت،           . شد، هر گزاره دقيقاً درست يا نادرست است       همانطور كه گفته    

اگر گزاره اي درست است، گويند . همچنين گزاره اي كه نه درست و نه نادرست باشد، وجود ندارد     . وجود ندارد 

  .است» نادرست « نادرست باشد، گويند ارزش آناست و اگر گزاره اي » درست « ارزش اين گزاره 

***  

يك گزاره چنان تغيير كنـد كـه ارزش آن تغييـر كنـد،               ارتباط،   و  حفظ موضوعيت   ضمن اگر :نقيض گزاره   

ي ادرست و نقيض يك گـزاره ي درست ، گزاره اي ننقيض يك گزاره.  نوشته شده است   نقيض گزاره گويند  

  .ف آن گزاره استدر واقع ارزش نقيض يك گزاره دقيقاً مخال. نادرست، گزاره اي درست مي باشد

  .ي نقيض آن را بنويسيدي زير را بنويسيد و سپس گزاره ارزش گزاره :1تمرين 

  ».  عددي گنگ است5عدد« 

  .دنمي شو محسوب نقيض آن هر يك از گزاره هاي زير  اين گزاره درست است و :حل 

  ».  عددي گنگ نيست5عدد« : الف 

  ».  عددي گويا است5عدد« : ب 

  ». باشد عددي گنگ 5چنين نيست كه عدد« : ج 

  . نقيض هر يك از گزاره هاي زير را بنويسيد : براي حلتمرين

  . درجه نيست180هاي داخلي هر مثلث  مجموع زاويه : 2

  .هر لوزي يك مربع است : 3

  . وجود دارد كه مربع نيستمستطيلي : 4

  .ي قائمه نداردهيچ مثلثي بيش از يك زاويه : 5

  . درجه است360مجموع زاويه هاي داخلي هر چهارضلعي برابر : 6

***  

اگر گزاره . ي ساده مي گويند گزاره مي تواند تنها يك خبر را اعلام كند كه به آن گزاره:گزاره هاي مركب 

  .ي مركب مي گويندي ساده باشد، آن را گزارهچند گزارهدو يا كند و تركيبي از ش از يك خبر را اعلام اي بي

  .ي مركب استي زير يك گزارهبراي مثال گزاره
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  )3ي صفحه( 

  ». مركب است7 عدد و اول است 5عدد « 

به هم متصل » و « ي ساده تشكيل شده است كه با حرف رابط  گزارههمانطور كه معلوم است اين گزاره از دو

  .كل گزاره نيز نادرست محسوب مي شود. ي دوم نادرست مي باشدي اول درست ولي گزارهگزاره. شده اند

  .رايج ترين آنها به شكل زير است. گزاره هاي ساده را مي توان به صورت هاي مختلفي تركيب كرد

  .  ناميده مي شودعطفيتركيب كه » و« تركيب دو گزاره با حرف ربط : الف 

  ».گنگ است 5 است و عددمركب 15عدد  « :مثال 

  .  ناميده مي شودتركيب فصليكه »  يا« تركيب دو گزاره با حرف ربط : ب 

  ».است 7 مضرب12 عدد فرد است يا 15 عدد « :مثال 

  .  ناميده مي شودتركيب شرطيكه » ..... آنگاه .... اگر « تركيب دو گزاره با حرف ربط : ج 

53اگر « :مثال   آنگاه >
5

1

3

1    ».ست ا<

شرط .... « يا » ..... اگر و فقط اگر .... « يا » و برعكس.....  آنگاه .... اگر « تركيب دو گزاره با حروف ربط : د 

  .  ناميده مي شودشرطيدوتركيب كه » ...... لازم و كافي است براي 

53اگر« : ثال م  آنگاه >
5

1

3

1   »  است و برعكس<

  » .ي قائمه داشته باشد زاويهاگر و تنها اگر يك مثلث قائم الزاويه است  «:مثال 

***  

ازاء قرار   به شامل يك يا چند متغير است و مانند نمونه هاي زيري خبريگاهي اوقات يك جمله :گزاره نما 

در .  چنين جملاتي را گزاره نما مي نامنـد        ،دشو  مي  به جاي متغير آن تبديل به يك گزاره        دادن مقادير مختلف  

 .مقدار به جاي متغير نمي توان در مورد درستي يـا نادرسـتي گـزاره نمـا قـضاوت كـرد               قرار دادن    بدونواقع  

 ـ را بـه      گزاره نمـا   مي كن نيگزي گزاره نما جا   ري متغ ي آنرا به جا   ياعضااگر  ي مقاديري كه    مجموعه  گـزاره   كي

  .مي نامندمجموعه جواب گزاره نما  را  كندليدرست تبد

ي ي جـواب ايـن گـزاره نمـا مجموعـه          مجموعـه .  يـك گـزاره نمـا اسـت        x≤3ي خبـري  جمله :مثال  

},|{ 9≥∈ xRxxمي باشد .  
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  )4ي صفحه ( 

  .ثال زير توجه كنيدبه م. مشابه نقيض گزاره ، براي گزاره نما هم مي توان نقيض نوشت

  . عددي فرد استa: گزاره نما 

  . عددي زوج استa: نقيض گزاره نما 

ي درست شـود، بـه       كه اگر به ازاي مقداري براي متغير، يك گزاره نما تبديل به يك گزاره              داشته باشد  توجه  

  ي نادرست مي شود و برعكسيل به يك گزاره، تبدازاي اين مقدار نقيض گزاره نما 

  . نقيض گزاره نماي زير را بنويسيد :7تمرين 

  ».  بزرگتر استb ازaعدد« 

  .محسوب مي شوندگزاره نماي فوق زير نقيض نماي هاي هر يك از گزاره : حل 

  ».  بزرگتر نيستb ازaعدد« : الف 

  ».  استb كوچكتر يا مساويaعدد« : ب 

  ».  بزرگتر باشدb ازaچنين نيست كه عدد« : ج 

  ».  استaبزرگتر يا مساوي bعدد« :  د 

   .ي زير را بنويسيدها نقيض گزاره نما :8 تمرين

0>x)                                   012ب =−x) الف  

02مانند گـزاره نمـاي   .مي باشندبرخي گزاره نماها هستند كه هميشه درست توجه داشته باشيد كه   ≥x  كـه  

   .ي اعداد حقيقي استآن مجموعهي جواب مجموعه

انتظار مي رود كه توضيح ساده اي براي آنها         . لاحظه مي كنيد  در زير نيز چند گزاره نماي همواره درست نيز م         

  .ارائه گردد

012 : 1مثال  >+x  

×=0اگر  : 2مثال ba 0 آنگاه يا=a 0 يا=b  

022اگر  : 3مثال  =+ ba 0 آنگاه هم=a 0 و هم=b  

***  
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  )5ي صفحه( 

  استدلال و انواع آن

ه طور كلي ب. را استدلال مي نامندبه كمك دانسته هاي قبلي يك گزاره درستي دليل براي اثبات ي ارائهعمل 

  .دو نوع استدلال وجود دارد

  :استدلال استقرايي : الف

  .روش نتيجه گيري كلي بر مبناي تعداد محدودي مشاهده را استدلال استقرايي مي نامند

  :استدلال استنتاجي : ب 

  .روش نتيجه گيري كلي بر مبناي حقايق پذيرفته شده را استدلال استنتاجي مي نامند

***  

مجموع زاويه هاي داخلي يك چهار ضلعي محدب با پژمان و پيمان صحبت مي تي در مورد رحمان وق :مثال 

 درجه است و استدلالي كه بكـار بردنـد   360آنها گفتند مجموع زاويه هاي داخلي هر چهارضلعي محدب     . كرد

  . متفاوت بود

ي الاضلاع با توجـه بـه    مربع ، مستطيل ، لوزي ، متوازقبيل در تمام چهارضلعي هايي از    :پژمان  استدلال  

 درجه است، لذا مجموع زاويه هـاي        360، مجموع زاويه هاي داخلي      اينكه زاويه هاي مجاور مكمل يكديگرند     

  . درجه است360داخلي هر چهارضلعي محدب 

 درجـه  180با توجه به اينكه مجموع زاويه هاي داخلـي هـر مثلـث         :استدلال پيمان   

رضلعي محدب مي توان آن را به دو مثلـث تبـديل   لذا با رسم يك قطر در هر چها     . است

مي باشـد،   مثلث چهارضلعي محدب برابر مجموع زاويه هاي داخلي اين دو        مجموع زاويه هاي داخلي   لذا  . كرد

  . درجه است360  برابردر نتيجه

ل پيمـان  پژمان استقرايي و اسـتدلا با توجه به تعريف ارائه شده براي انواع استدلال ، واضع است كه استدلال       

  )چرا؟.(استنتاجي است

  

  

  

180 
180 
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  )6ي صفحه ( 

  . تفاوت هاي بين انواع استدلال را بنويسيد :9تمرين 

        ::::حلحلحلحل

  .كل است به از جزء  استقرايي
متكي بر تعداد محدودي 

  .مشاهده است
  .ن احتمالي استآنتايج   .تجربي است

  .از كل به جزءاست  استنتاجي
متكي بر حقايق پذيرفته 

  .شده است
  .قطعي استن آنتايج   .منطقي است

  

 چون استدلال استقرايي مبتني بر تجربه بوده و تمام حالات ممكن را بررسي نمي كند پس نتايج :توجه 

بدست آمده از آن قطعي نيست ولي در استدلال استنتاجي نتايج بدست آمده همواره قطعي هستند، زيرا اين 

  .استدلال مبتني بر حقايق بوده و تجربي نمي باشد

   كمك استدلال استقرايي ثابت كنيد كه  به: 10تمرين

1802 ضلعي محدب برابر nمجموع زاويه هاي داخلي هر ×− )(nاست .  

 مجموع زاويه هاي داخلي چند ضلعي هاي محدب را از سه تا شش ضلعي تعيين كرده و سپس جدولي :حل 

  .خ خود را تعميم مي دهيمسپس پاس. مانند جدول زير را كامل مي كنيم

n  ....  5  4  3  تعداد اضلاع  

  تعداد مثلث هاي تشكيل شده          

  مجموع زاويه ها          

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  سه ضلعي

  

  

  

  

  چهار ضلعي

  

  

  

  

  پنج ضلعي

  

  

  

  

 

o180 
o180 

o180 

o180 

o180 
o180 
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  )7ي صفحه( 

  .حال با توجه به شكل هاي رسم شده جدول را تكميل نموده و سپس پاسخ خود را تعميم مي دهيم

n  ....  5  4  3  تعداد اضلاع  

2−n    3  2  1  
تعداد مثلث هاي تشكيل 

  شده

1802 ×− )(n  
 
  1803   مجموع زاويه ها  ×1801  ×1802  ×

***  

  كمك استدلال استقرايي ثابت كنيد كه  به :11تمرين

)(ضلعي محدب برابر  nتعداد قطرهاي هر 3
2

1 −nnاست .  

 تعداد قطر هاي چند ضلعي هاي محدب را از سه تا شش ضلعي تعيين كرده و سپس جدولي مانند :حل 

  . سپس پاسخ خود را تعميم مي دهيم. جدول زير را كامل مي كنيم

n  ....  5  4  3  تعداد اضلاع  

  تعدادقطر هاي رسم شده از يك رأس           

  تعداد قطر هاي رسم شده از تمام رئوس          

  تعداد واقعي قطرهاي چند ضلعي          

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  سه ضلعي

  

  

  

  

  

  چهار ضلعي

  

  

  

  

  

  پنج ضلعي
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  )8ي صفحه ( 

  .حال با توجه به شكل هاي رسم شده جدول را تكميل نموده و سپس پاسخ خود را تعميم مي دهيم

n  ....  5  4  3  تعداد اضلاع  

3−n    352 −=  341 −=  330 −=  
تعداد قطر هاي رسم 

  شده از يك رأس 

)( 3−nn    
)( 355

10

−×
=

  
)( 344

4

−×
=

  
)( 333

0

−×
=

  
تعداد قطر هاي رسم 

  ام رئوسشده از تم

)( 3
2

1 −nn    

2

355

5

)( −×
=

  

2

344

2

)( −×
=

  

2

333

0

)( −×
=

  
تعداد واقعي قطرهاي 

  چند ضلعي

***  

   به كمك استدلال استنتاجي ثابت كنيد كه : 12تمرين

1802 ضلعي محدب برابر nمجموع زاويه هاي داخلي هر ×− )(nدرجه است .  

  .  مثلث تشكيل مي شودn−2 ضلعي محدب به تعدادn با رسم قطرهاي گذرا از يك رأس هر:حل 

لذا مجموع تمام زاويه هاي داخلي برابر   درجه مي باشد،180چون مجموع زاويه هاي داخلي هر مثلث

1802 ×− )(nاست .  

***  

  ثابت كنيد كه ي نتاج به كمك استدلال است: 13تمرين

)(ضلعي محدب برابر  nتعداد قطرهاي هر 3
2

1 −nn1. است  

)(، مي تواني متمايز كه هيچ سه تاي آنها روي يك خط راست نباشند نقطهnمي دانيم با :حل  1
2

1 −nn 

)( ضلعي محدب مي توانn رأس يكn لذا با.پاره خط ايجاد كرد 1
2

1 −nnاز اين پاره .  پاره خط رسم كرد

  : شودقطرها مي لذا تعداد.  پاره خط ضلع و مابقي قطر هستندnخط ها به تعداد

)()( 3
2

1

2

3

2

2

2
1

2

1 22
−=−=−−=−− nn

nnnnn
nnn  

***  

                                                 

1
)(ي متمايز كه هيچ سه تاي آنها روي يك خط راست نباشند، مي توان نقطهnبا: توجه .   1

2

1
−nnپاره خط ايجاد كرد . 
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  : تعريف مفهوم 

  . شوند  مشخصاتي است كه براي شناخته شدن آن بيان مييتعريف هر چيز شامل مجموعه

  : را به صورت زير تعريف كردعمود منصف يك پاره خطمثلاً مي توان 

هم از وسط پاره خط عمود منصف يك پاره خط ، خطي است كه 

  .ن پاره خط عمود است بر آمي گذرد و هم 

  

  

تعريف هر چيز بايد صفات و خصوصيات آن را به آن اندازه كه براي شناخته شدنش لازم و كافي است شامل 

نياز باشد و  باشد نه بيشتر و نه كمتر به عبارت بهتر تعريف خوب و درست آن است كه از توضيح اضافي بي

  .امع و مانع باشدحذف هيچ جزئي از آن ممكن نباشد پس تعريف بايد ج

براي مثال اگر در بيان تعريف عمود منصف پاره خط يكي از دو شرط گذشتن از وسط پاره خط يا عمود بودن 

  . را حذف كنيم،  در اين صورت خط رسم شده نمي تواند عمود منصف باشد

  

  

  

  

چون از وسط پاره خط  عمود است ولي AB بر پاره خط dدر شكل هاي فوق در مورد الف با اينكه خط

 مي AB از وسط پاره خط d، همچنين در مورد ب با اينكه خطمود منصف محسوب نمي شودنمي گذرد، ع

  گذرد ولي چون بر آن عمود نيست، عمود منصف محسوب نمي شود،

آن دو قسمت  براي تعريف عمود منصف پاره خط كفايت مي كند و حذف يك قسمت از لذا بيان اين دو شرط

براي مثال  .مورد ديگري به آن ضرورتي ندارداضافه كردن در تعريف ايجاد مشكل مي كند، همچنين 

و هر نقطه روي آن از دو سر پاره خط « ضرورتي ندارد كه به تعريف عمود منصف اين عبارت اضافه شود كه

  ». فاصله استبه يك

A
B

d

H

 عمودمنصف

d 

A B 

 )الف(

d 

A B 

 )ب(
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  )10ي صفحه ( 

م و يكسان سازي درك وم، منجر به شناخت درست آن مفهومفههر بيان درست تعريف توجه داشته باشيد كه 

  .  براي مثال براي دايره تعريف زير ارائه مي شود.م مي شودواين مفه

باشند را  ي ثابت به يك فاصله از يك نقطه كهي نقاطي از صفحهمجموعه :دايره 

  . ي ثابت را شعاع مي نامندي ثابت را مركز و فاصله اين نقطه.دايره مي نامند

***  

   :اصل مفهوم 

  .ل زير توجه كنيدو اصبراي مثال به. د را اصل مي نامندهر واقعيت كه بديهي بوده و نيازمند استدلال نباش

  . از يك نقطه روي صفحه چند خط مي گذرد :1اصل

  .ه فقط و فقط يك خط راست مي گذرد روي صفح ي متمايز از هر دو نقطه :2اصل 

  

  

  

اصل ( .راست موازي آن مي توان رسم كردخط ي خارج يك خط راست فقط و فقط يك از هر نقطه  :3اصل  

  )توازي اقليدس
  

  

  

  

  . هم مي توان در اينجا مورد توجه قرار داد2برخي از اصول رياضي

  :براي مثال 

  . دو مقدار مساوي با يك مقدار ، خود با هم مساويند:1اصل 

ca
cb

ba
=→





=
=

  

  . به دو طرف يك تساوي مي توان يك مقدار ثابت اضافه يا كم كرد و تساوي جديدي به دست آورد :2اصل 

xbxaba x +=+→= +
  

                                                 
  .اصول متعارفي ناميده مي شوند.  2

P 
A B 

O 

P 

r 

l 

d 

P 
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  )11ي صفحه( 

د و تساوي جديدي به  كر غيرصفرضرب يا تقسيم دو طرف يك تساوي مي توان يك مقدار ثابت :3اصل 

  .دست آورد

xbxaba x ×=× →= ≠× 0
  

  .و تساوي جديدي به دست آوردكرد يا كم  دو تساوي را مي توان جمع  :4اصل 



 +=+→

=
=

dbca
dc

ba
  

  .  كرد و تساوي جديدي به دست آورد3 دو تساوي را مي توان ضرب يا تقسيم :5اصل 



 ×=×→

=
=

dbca
dc

ba
  

 هم گاهي مورد استفاده قرار مي گيرند، كه در اينجا آنها را دانسته فرض نامساوي هابوط به رالبته اصول م

  .مي كنيم

***  

براي رد يك .  نتايج بدست آمده از استدلال استقرايي قطعي نيستند و گاهي قابل رد هستند:مثال نقض 

مثال نقض ، مثالي . قض كافي استي يك مثال ننتيجه ي كلي كه از استدلال استقرايي بدست مي آيد، ارائه

  .است كه نشان مي دهد يك نتيجه گيري كلي نادرست است

  .ي زير را در نظر بگيريد گزاره:مثال 

  .حاصل جمع هر دو عدد گنگ ، يك عدد گنگ است

لي حاصل جمع آنها برابر صفر است  هر دو گنگ هستند و−2 و 2اعداد اين گزاره درست نيست، زيرا 

  .كه يك عدد گويا مي باشد

022 =−+ )()(  

***  

  . با يك مثال نقض گزاره هاي زير را رد كنيد :14تمرين

  .مربع هر عدد بزرگتر يا مساوي آن عدد است:  الف 

                                                 
  به شرط معني دار تقسيم.  3
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  )12ي صفحه ( 

412حاصل عبارت : ب  ++= xxpل است به ازاء اعداد طبيعي همواره يك عدد او.  

  :حل

25050:  اين گزاره نادرست است زيرا: الف 2 /)/( 50250 در حالي كه = // ≥/  

ل  مـي شـود كـه عـدد او         1763 قرار دهيم حاصل     x را به جاي   41اين گزاره نادرست است زيرا اگر عدد        : ب

  .) بخش پذير است41بر. (نيست

***  

  .براي رد درستي هر يك از گزاره هاي كلي زير يك مثال نقض ارائه كنيد :ي حل تمرين برا

   . سه رأس يك هفت ضلعي منتظم،يك مثلث متساوي الساقين تشكيل مي گردد از وصل كردن هر  :15

BA، يا B و A براي هر دو مجموعه ي  :16 AB يا ⊇ ⊆  

  . هر دو مثلث كه مساحت هاي برابر داشته باشند، هم نهشت هستند :17

  . در هر مثلث هر ارتفاع از هركدام از سه ضلع مثلث كوچكتر است :18

  .ي كوچكترين زاويه، كوچكتر استي بزرگترين زاويه، از چهار برابر اندازهدر هر مثلث، اندازه  :19

***  

 براي پذيرفتن درستي يك گزاره لازم است استدلال كرد و اين استدلال بايد استنتاجي باشد ولي : يجهنت

  .ي يك مثال نقض كافي استبراي رد درستي يك گزاره ارائه

  .ي زير آنكه درست است، ثابت كنيد و آنكه نادرست است با يك مثال نقض رد كنيد از دو گزاره :20تمرين

  .ي وارد بر يك ضلع از ارتفاع نظير همان ضلع بزرگتر است ميانهدر هر مثلث: الف 

  .ي داخلي غير مجاور آن استي خارجي برابر مجموع دو زاويهي هر زاويهدر هر مثلث ، اندازه: ب 
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  )13ي صفحه( 

  :حل

 ميانه و ارتفاع وارد بر قاعده بر هم منطبق 4اين گزاره نادرست است، زيرا در مثلث متساوي الساقين: الف

  .هستند و لذا با هم مساويند

  

  

  

  

  

  

مجمـوع زاويـه هـاي داخلـي     همچنين ي خارجي و زاويهبراي اثبات آن از تعريف  . اين گزاره درست است   : ب

  .استفاده مي كنيم

zyxtzytx
tzy

tx
+=→++=+→





=++
=+

180

180
  

  
***  

  قضيهمفهوم 

  .مند مي ناقضيهي درست و كلي كه به كمك استدلال استنتاجي بدست مي آيد را هر گزاره

  :مثال

  .در هر مثلث قائم الزاويه مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر برابر است : 1

  . درجه است180مجموع زاويه هاي داخلي هر مثلث  : 2

  .ي ضلع سوم بزرگتر استدر هر مثلث مجموع اندازه هاي هر دو ضلع از اندازه : 3

xy همواره y وxبراي هر دو عدد حقيقي و مثبت : 4
yx ≥+

2
  . است

BABA همواره B وAيبراي هر دو مجموعه : 5 ′=− I  

                                                 
 .تمام اضلاع بر هم منطبق هستنددر مثلث متساوي الاضلاع ميانه و ارتفاع  .  4

A 

H C B 

ACAB = 

 BCيميانه و ارتفاع وارد بر قاعده

C 

A 

B 

x y 
z t 
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  )14ي صفحه ( 

 .تنوش) .بيان مي شودشرطي كه به صورت تركيب (ي مركب گزارههر قضيه را مي توان به صورت يك 

  :بنابراين داراي دو قسمت مي باشد

  .آن قسمت از گزاره است كه آن را مي پذيريم) : شرط( فرض ) الف

  .آن قسمت از گزاره است كه بايد درستي آن را نتيجه بگيريم) : جواب شرط(حكم ) ب

  .بنابراين هر قضيه داراي الگويي به صورت زير است

  

  

  

***  

  .يدي زير را در نظر بگير قضيه:مثال 

  . ي مجاور به قاعده مساويندالساقين ، دو زاويه در هر مثلث متساوي: قضيه 

  .به شكل زير نوشتآن را توان به سادگي   ميگرچه اين قضيه به ظاهر گزاره شرطي نيست ولي

  .ي مجاور به قاعده آن مساويندالساقين باشد آنگاه دو زاويه اگر مثلث متساوي  

  رض                                        حكم                     ف

    ACAB     فرض : =

    CB   حكم : ∠=∠

  

  .هاي زير را به صورت شرطي بيان كنيد و فرض و حكم آنها را مشخص كنيد  قضيه  :21تمرين 

  .ي متقابل به رأس مساويند هر دو زاويه :الف

  .ساوي مكمل هاي مساوي دارندي م هر دو زاويه:ب 

  . درجه است180هاي داخلي هر مثلث   مجموع زاويه:ج 

  . الزاويه مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر برابر است  در هر مثلث قائم :د

    ......................................آنگاه . ...................................اگر : قضيه 

  )q (حكم         )              p (فرض        

A

B C 
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  )15ي صفحه( 

 هر حركت .، به عبارتي ديگر براي درستي آنها بايد استدلال كردقضيه ها در رياضي و هندسه بايد اثبات شوند

منطقي كه به كمك استدلال استنتاجي، منجر به رسيدن به حكم قضيه شود را اثبات قضيه ه به مرحله و مرحل

  . گويند

  

  

        

  

  

  

  

لين گام در اثبات هر او. بديهي است كه تشخيص فرض و حكم هر قضيه براي اثبات آن قضيه مهم است

  .ن به حكم آن استآخرين مرحله در اثبات هر قضيه رسيد. قضيه تعيين فرض و حكم آن است

***  

ي شرطي جديد بدست        اگر جاي فرض و حكم يك قضيه را جابجا كنيم، يك گزاره:ي عكسقضيه

. عكس قضيه، ممكن است درست و ممكن است نادرست باشد.  مي ناميمعكس قضيهمي آيد كه آن را 

  . مي نامندي عكسقضيهدرصورتي كه عكس يك قضيه درست باشد، آن را 

  :مثال 

  . ي مجاور به قاعده مساويند اگر مثلثي متساوي الساقين باشد،آنگاه در آن دو زاويه:قضيه 

  . اگر در مثلثي دو زاويه مساوي باشند،آنگاه آن مثلث متساوي الساقين است:ي عكس قضيه

 در مثال زير عكس قضيه. ي داده شده، درست است و لذا خود يك قضيه مي باشددر مثال فوق عكس قضيه

  .درست نيست

  : مثال

  .  اگر دو زاويه متقابل به رأس باشند، آنگاه آن دو زاويه مساويند:قضيه 

  . آنگاه آن دو زاويه متقابل به رأس هستند  اگر دو زاويه مساوي باشند،:عكس قضيه 

  

 اثبات

  تعاريف

  اصول

  قضيه ها

  نتايج

  فرض

  حكم
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  )16ي صفحه ( 

  . عكس قضيه هاي زير را بنويسيد :22تمرين

  .ايش يكديگر را نصف مي كنندهاگر يك چهارضلعي متوازي الاضلاع باشد، آنگاه قطر) الف

  .اگر دوضلع از يك مثلث با هم برابر باشند، آنگاه ارتفاع هاي وارد بر اين دو ضلع باهم برابرند) ب

***  

به كمك يكي از الگو . ي شرطي باشدي شرطي خود يك قضيه اگر عكس يك قضيه:ي دو شرطي قضيه

ي دو اين قضيه را قضيه. رت يك قضيه بيان نمودهاي زير مي توان آن دو قضيه را تركيب كرد و به صو

  .شرطي مي نامند

   و برعكس q آنگاه pاگر *

* pاگر و تنها اگر q   

* pشرط لازم و كافي است براي q   

  : مثال 

   .اگر مثلثي قائم الزاويه باشد،آنگاه مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر آن برابر است :قضيه

 اگر در مثلثي مربع يك ضلع با مجموع مربعات دو ضلع ديگر برابر باشد، آنگاه آن مثلث :ي عكس قضيه

  . قائم الزاويه است

  :ي دو شرطيقضيه

 . برعكس مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر آن برابر است و آنگاهاشد،  مثلثي قائم الزاويه باگر *

  .  مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر آن برابر باشدتنها اگر اگر ومثلث قائم الزاويه است  *

  است براي اينكه مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر برابرلازم وكافيقائم الزاويه بودن مثلث شرط  *

 . باشد

  :سپس .  قضيه هاي زير را در نظر بگيريد:تمرين براي حل 

  .عكس هر كدام را بنويسيد: الف 

  .ي دو شرطي بيان كنيديك قضيهبا تركيب قضيه و عكس آن : ب 

  . ي روبرو به آنها نيز برابرنددر هر مثلث ، اگر دو ضلع برابر باشند، دو زاويه : 23
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  )17ي صفحه( 

  .شد، قطرهايش عمود منصف يكديگرنداگر يك چهارضلعي لوزي با : 24

  .در هر مثلث، اگر سه ضلع برابر باشند، آنگاه سه زاويه نيز با هم برابرند :  25

  .اگر دو دايره شعاع هاي برابر داشته باشند، آنگاه مساحت هاي آنها نيز برابر هستند : 26

يعني ابتدا . ن را جداگانه ثابت كردي آي دوشرطي بايد قضيه هاي تشكيل دهندهي اثبات يك قضيه برا:توجه 

ي عكس سپس با جابجا كردن فرض و حكم قضيه. فرض و حكم را تعيين مي كنيم و قضيه را ثابت مي كنيم

  . را نيز اثبات كرد

***  

ي حاصل همواره  اگر فرض و حكم قضيه اي را جابجا و نقيض كنيم،گزاره:عكس نقيض يك قضيه 

  . مي نامندي عكس نقيضقضيها اين گزاره ر. درست خواهد بود

  :مثال 

  .اگر مثلثي قائم الزاويه باشد،آنگاه مربع وتر با مجموع مربعات دو ضلع ديگر آن برابر است :قضيه

 اگر در مثلثي مربع يك ضلع با مجموع مربعات دو ضلع ديگر برابر نباشد، آنگاه :ي عكس نقيض قضيه

  . آن مثلث قائم الزاويه نيست

آن عكس نقيض  و ضرورتي به اثبات يك قضيه به معني اثبات عكس نقيض آن مي باشداثبات  :توجه

  . نيست

***  

  )اثبات غير مستقيم( برهان خلف 

گاهي اوقات براي اثبات يك قضيه نشان مي دهيم كه خلاف حكم آن درست نيست و سپس نتيجه         

 كه نوعي استدلال استنتاجي است را اين روش استدلال. مي گيريم با اين شرايط خود حكم درست است

  .برهان خلف يا اثبات غير مستقيم مي نامند

روند كار در اين روش بدين ترتيب است كه ابتدا خلاف حكم را تشكيل مي دهيم و آن را فرض خلف         

 قضيه در نهايت به خلاف فرض يا يك. مي ناميم، سپس استدلال خود را با تكيه بر اين فرض ادامه مي دهيم
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  )18ي صفحه ( 

در آخر فرض خلف را باطل مي كنيم و خود .  مي رسيم)حقيقت (ي قبلي يا خلاف يك اصلي اثبات شده

  .حكم رامي پذيريم

خط بر آن عمود يك نمي توان بيش از راست بر يك خط ي غير واقع از يك نقطهثابت كنيد كه،  : 1مثال

  .كرد

نادرست است و از يك فرض مي كنيم كه اين حكم : اثبات به روش برهان خلف 

. آن رسم كرد مي توان دو عمود بر dخارج خطواقع بر  A مانند ي دلخواهنقطه

لذا مجموع . ي قائمه دارددر اين صورت يك مثلث تشكيل مي شود كه دو زاويه

پس فرض خلف نمي تواند . ن غير ممكن است درجه خواهد شد و اي180زاويه هاي داخلي اين مثلث بيش از 

  .درست باشد و حكم درست است

ABC ، ACABر در مثلث گثابت كنيد كه، ا   :2مثال  CB آنگاه ≠ ∠≠∠  

CBفرض كنيم كه ) به روش برهان خلف   : (اثبات  ABCيعنـي مثلـث  .  باشد∠=∠

ACABلذا . بنابراين مثلث متساوي الساقين است. ي مساوي دارددو زاويه   و ايـن  =

  .خلاف فرض مي باشد و نمي تواند درست باشد

   .مي موازي باشند، خود با هم موازيندهر دو خط كه با خط سوثابت كنيد كه   :27تمرين 

cbه از اينكه در اين مسئل: اثبات  ba  و || ca. مي خواهيم ثابت كنيم || ||  

    

  

 ايـن دو خـط   لـذا  .  نباشـد c مـوازي a خطفرض كنيم كه.  عمل مي كنيمبه روش برهان خلف اثباتبراي  

ــه  ــديگر را در نقط ــد هم ــع Mاي مانن  قط

 دو Mيكنند، در اين صـورت از نقطـه        مي

سم شده است و اين خـلاف        ر bخط موازي 

caاصل توازي اقليدس مي باشد، پس ||   

***  

d 

A 

B C 

A 

B C 

a

b
c

M
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  )19ي صفحه( 

ليـه را معرفـي   ي دبيرستاني، برخي مفاهيم اودر اين نوشتار ، جهت درك بهتر و كاملتر مفاهيم اساسي هندسه          

ي برخـي از    از ناحيـه   و     ده ايـم  ردر ابتدا برخي مفاهيم را بـه صـورت غيررسـمي معرفـي ك ـ             گرچه  . مي كنيم 

تقريب مفهـوم بـه     و  ليه  آشنايي او به جهت ضرورت     نباشد ولي    پذيرفتنيي بيان   هصاحبنظران ممكن اين نحو   

  . لذا در ابتدا بدين نحوه مفاهيم را بيشتر اشاره و تعريف نمي كنيم.بدين شكل اقدام گرديدذهن، 

***  

  . كنندهر نقطه با يك حرف بزرگ الفباي لاتين نام گذاري مي.  اثر قلم روي كاغذ را نقطه مي ناميم:نقطه 

  

***  

، شكسته يا خميده )خط راست( خط مي تواند مستقيم . ي نقاط به هم پيوسته را خط مي نامند مجموعه:خط  

  .باشد و از هر طرف نامحدود است)  منحني(

  

  

  

  

ت از خط شود، منظور بهر جا صح در اين جزوه .هر خط با يك حرف كوچك الفباي لاتين نامگذاري مي كنند

  . استهمان خط راست

   در شكل زير Mx مانند نيم خط .ي در نظر گرفته شود، نيم خط به دست مي آيدنقطهاگر روي خط 

  

  

اگر روي خط دو نقطه در نظر بگيريم در اين صورت آن قسمت از خط كه به آن دو نقطه محدود باشد را پاره 

   در شكل زير AB مانند پاره خط .خط مي نامند

  

A 

 

A B 

M 

x 

b 

 خميدهخط  شكستهخط  خط راست

a 
c 
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  )20ي صفحه( 

  .تعداد آنها را به دست آوريد ايجاد مي شود؟خط با پنج نقطه غير واقع بر يك خط راست چند پاره   :1تمرين

مانند، ميلي متر ، را با واحد هاي معمول اندازه ي گيري طول پاره خط  هر :واحد اندازه گيري پاره خط 

اگر . مي نامندBوA را فاصله ي دو نقطه يABره خط  طول پا.سانتي متر ، متر اندازه گيري مي كنند

aABm: در اين صورت مي نويسند.  باشدa برابر عدد غير منفيABطول پاره خط  =)(  

  

  

  

  

  

***  

صـاف بـوده و داراي   كـاملاً   هـر صـفحه     در واقع   . ي نقاط بهم پيوسته را صفحه مي نامند       مجموعه  :صفحه

 هر صفحه از هر طرف نامحدود اسـت و معمـولاً آن را   . نمي باشد، شكستگي و يا تيزي خميدگي و فرورفتگي  

  در شكل زير Pيمانند صفحه. با يك حرف بزرگ الفباي لاتين نامگذاري مي كنند

  

  

***  

  : فضا 

 نيز وجـود دارنـد  ... مانند مربع ، دايره ، مثلث و    ، اشكالي   خط يك مفهوم يك بعدي است        مسطحه در هندسه 

هـا،   هـا، اسـتوانه   اشـكال سـه بعـدي چـون مكعـب       زماني به اجسام يا به عبارتي ديگـر كه فقط دو بعد دارند،

شيم ، مفهوم فضا مطرح مي شود ، فضا مفهومي است كـه داراي سـه   سروكار داشته با.... و ها  ها، كره   مخروط

 محيطي كه در آن زنـدگي مـي    . اشكال هندسي سه بعدي است     ٔ فضايي، مطالعه  ٔهندسهموضوع  . بعد مي باشد  

فضا مانند نقطه و خط و صفحه يك اصطلاح         .كنيم، مدلي از فضاي سه بعدي يا به عبارت كوتاه تر فضا است            

P 

   وسيله اي براي رسم و اندازه گيري پاره خط:خط كش 
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  )21ي صفحه( 

در واقع فضاي سه بعدي مجموعه اي از بي نهايـت نقطـه اسـت كـه خـط وصـفحه زيـر                    . تعريف نشده است  

  .مجموعه اي از نقاط آن به حساب مي آيند

  

  

  

  

***  

باشند را  ي ثابت به يك فاصلهاز يك نقطهكه ي نقاطي از صفحه مجموعه :دايره 

 در شكل .مندي ثابت را شعاع مي ناي ثابت را مركز و فاصلهاين نقطه.دايره مي نامند

در اين صورت مي .  ، شعاع دايره استOPاره خط پي  مركز و اندازهOيمقابل نقطه

rOPm.نويسند =)(  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ويژگي دارند؟ تمامي نقاط روي دايره چه . سانتي متر رسم كنيد5اي به مركز دلخواه و شعاع  دايره :2تمرين

***  

  

O 

P 

r 

 

 وسيله اي براي رسم دايره با شعاع مشخص: پرگار
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  )22ي صفحه( 

  زاويه

شود  اي از صفحه گفته مي ناحيه است و به هندسه يكي از مفاهيم گوشه يا زاويه 

به سر مشترك اين دو . است ه سر مشترك دارند محصور شده      ك خط  نيمكه بين دو  

  . گويند مي و به هر يك از اين نيم خط ، ضلع زاويه  زاويهأسر خط نيم

  

رايج ترين روشهاي نامگذاري زاويه به صـورت زيـر مـي    . زاويه را به صورت هاي مختلف نامگذاري مي كنند        

  .اشندب

  

  

  

  .و با استفاده ي از علائم رياضي مي نويسند

)(xOy∠ يا yOx
∧

  

.  بدست آيـد   Bي دوران دهيم تا نقطه    Oيرا حول نقطه   Aياگر نقطه 

اگـر    بـديهي اسـت كـه      . به دست مي آيد    AOBيدر اين صورت زاويه   

ي خود ي يك دور كامل دوران دهيم به محل اوليه      را به اندازه   Aينقطه

مقدار ، بزرگي يك زاويه . اين حالت را دوران كامل مي نامند  . بر مي گردد  

يكديگر دارند، با بدست آوردن طـول كمـاني   زاويه نسبت به ي هوشگ خط از است كه دو نيم) دوراني(چرخشي  

   .زاويه را بدست آوردي توان اندازه اثر چرخش مي توليد شده در

يكي از اين . ي مي شودي گيري زاويه از واحد هاي مختلفي استفاده براي اندازه:واحد اندازه گيري زاويه 

 ي آن برابريك درجه زاويه اي است كه اندازه .درجه استواحدها، 
360

1
  . دوران كامل است

ي يك دور كامل دوران دهيم  را به اندازهAياگر نقطه.  دوران داده نشود، زاويه صفر مي باشدAياگر نقطه

  .ل مي دهد درجه تشكي360يك دوران كامل زاويه اي برابر . ي خود بر مي گرددبه محل اوليه

  

O 

x 

y 

α 1 

x 

y O 

 xOy زاويه ي

A 

B O O O 

 1O زاويه ي α زاويه ي AOB زاويه ي

O A 

B 
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 ي دهم رياضيپايه................................... ................................... ....................................1ي هندسه درسنامه

  )23ي صفحه( 

  

  

  

***  

 بر حسب اندازه ، زاويه ها را به انواع          :در هندسه   انواع زاويه   

  .مختلفي نامبرده مي شوند

 90ي آن كمتـر از       زاويه اي است كه انـدازه       :)تند(ي حاده   زاويه

  .درجه باشد

  

  

  

  

  

  . باشده درج90آن  ي زاويه اي است كه اندازه :)راست( ي قائمه زاويه

  

  

  

  . درجه باشد180 و 90ي آن بين ست كه اندازه زاويه اي ا :)باز( ي منفرجه يهزاو

  

  

  

  وسيله اي براي رسم و اندازه گيري زاويه برحسب درجه: نقاله

 
  وسيله اي براي رسم زاويه قائمه: گونيا

o90<∠ )( αm 

α 

oo 18090 <∠< )( αm 

α 

o90=∠ )( αm 

α 
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  )24ي صفحه( 

 به عبـارت ديگـر اضـلاع زاويـه ي نـيم        . درجه باشد  180ن  آي   زاويه اي است كه اندازه      :ي نيم صفحه  زاويه

  .صفحه در امتداد همديگر مي باشند

  

  

 نيم صفحه است و اگر يك طرف خطي         ي هر طرف يك خط راست يك زاويه        :ي نيم صفحه   زاويه اصل

  .ي نيم صفحه باشد، آن خط يك خط راست استيك زاويه

***  

بـا انـدازه هـاي      نيمساز زاويه نيم خطي است كه از رأس زاويه بگذرد و آن را بـه دو زاويـه                    :نيمساز زاويه   

  .مساوي تقسيم مي كند

  

  

  

  

***  

    زاويه هاي مجاور

 مانند .ه رأس هاي آنها روي هم منطبق بوده و يك ضلع مشترك داشته باشنددو زاويه را مجاور گويند، هرگا

   در شكل مقابلβوαدو زاويه

  

***  

  زاويه هاي متمم و مكمل

  . درجه باشد90هاي آنها  دو زاويه را متمم گويند، هرگاه مجموع اندازه

  . درجه باشد180هاي آنها  اه مجموع اندازهدو زاويه را مكمل گويند، هرگ

***  

o180=∠ )( αm 

α 

Ozينيمساز زاويه xoyاست .↔∠=∠ )()( βα mm  

α 

β 

z 

y 

x 

O 

α β
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  )25ي صفحه( 

  زاويه هاي مجانب

 .ي مجاور ، مكمل همديگر باشند، آنها را مجانب گوينداگر دو زاويه

   در شكل مقابلβ وαمانند دو زاويه

  . اندقائمه  ثابت كنيد كه هر دو زاويه ي مجانب و مساوي، :3نتمري

***  

  زاويه هاي متقابل به رأس

دو زاويه مقابل حاصل از دو خط متقاطع را دو زاويه ي متقابل 

  : در شكل زيرα و βهاي  مانند زاويه. نامند به رأس مي

  

  . باشند ر امتداد همديگر ميدو زاويه ي متقابل به رأس در يك رأس مشترك بوده و اضلاع آنها د: نتيجه 

***  

  .ي متقابل به رأس مساويند هر دو زاويه :قضيه 

      βα   حكم : ∠=∠

  : با توجه به شكل فوق داريم :اثبات 

βαθβθα
θβ
θα ∠=∠→∠+∠=∠+∠→







=∠+∠
=∠+∠

o

o

180

180
  

  . ثابت كنيد كه نيمساز هاي هر دو زاويه ي متقابل به رأس بر يك امتدادند :4تمرين

  . درجه باشد، آن دو زاويه قائمه هستند180ي مجاور و مساوياگر مجموع دو زاويه: ي قائمهزاويهدو اصل 

***  

  دو خط عمود برهم 

 درجه 90ي بين آنها دو خط را متعامد يا عمود بر هم مي نامند، هرگاه زاويه

  .باشد

 .ي مجانب بر هم عمودند ثابت كنيد كه نيمساز هاي دو زاويه :5تمرين

a 

b 
α 

bam ⊥↔=∠ )( o90α 

βα

Oα
βθ
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  )26ي صفحه( 

  ين دو نقطهي بفاصله

ي متمايز ، برابر با طول پاره خطي تعريف مي شود كه آن ي بين دو نقطهفاصله 

  .دو نقطه را به هم وصل مي كند

  . ن آنها برابر صفر تعريف مي شوديي باگر دو نقطه بر هم منطبق باشند، فاصله

***  

  ي نقطه تا خطفاصله

ي ندازهي خارج يك خط تا همان خط، برابر اي نقطهفاصله

ي مورد نظر بر خط عمود شود كنند كه از نقطه خطي تعريف مي پاره

  .و بين آن نقطه و پاي عمود محصور باشد

  .ي روي خط تا همان خط برابر صفر استي نقطهفاصله: تذكر 

   .فقط يك خط عمود برآن مي توان رسم كرد) يا بيرون آن ( ي روي خط  از هر نقطه :5اصل 

***  

   ي دو خط مواز

  1.ي مشترك نداشته باشنددو خط را موازي گويند ، هرگاه هيچ نقطه

  

  

  .هر دو خط كه با خط سومي موازي باشند، خود با هم موازيند  :قضيه 

  zy yx  و ||   فرض : ||

     zx   حكم : ||

 قطع Mاي مانند لذا همديگر را در نقطه.  نباشدz موازيx كه خطگيريم، ) به روش برهان خلف (:اثبات

رسم شده است و اين خلاف اصل توازي اقليدس  y دو خط موازيMيكنند، در اين صورت از نقطه مي

zxباشد، پس مي  ||   

***  

                                                 
  .زي نباشند، متقاطع هستندار دو خط موگدر صفحه ا.  1

A
B
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x
y

z

M
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  )27ي صفحه( 

  .در هر صفحه دو خط عمود بر يك خط موازي يكديگرند  :قضيه 

    db da  و ⊥   فرض : ⊥

    ba   حكم : ||

ba، فرض كنيم كه )به روش برهان خلف (:اثبات   a وb نباشد، پس||

 dكنند و لذا از يك نقطه دو خط بر   قطع ميSاي مانند همديگر را در نقطه

baپس . عمود شده است و اين خلاف اصل تعامد اقليدس است ||   

***  

  .كند ز دو خط موازي را قطع كند، ديگري را نيز قطع مياگر خطي يكي ا : قضيه

  حكم              .  :  را قطع مي كندb خطdخط

به (پس با آن موازي است .  را قطع نكندb خطd اگر خط:اثبات 

 رسم شده b دو خط موازيAلذا از نقطه يو ) روش برهان خلف

  .است و اين ممكن نيست

***  

  . اگر خطي بر يكي از دو خط موازي عمود باشد ، بر ديگري نيز عمود است ثابت كنيد كه،  :قضيه 

bc acحكم                    : ⊥ ba و ⊥   فرض : ||

baكه گيريم :اثبات ac و||  عمود b برc است ولي⊥

خط ديگري Bيپس از نقطه) به روش برهان خلف.(نباشد

ي  عمود باشد طبق قضيهcكنيم كه بر  چنان رسم ميdمانند

 aدو خط موازي Bي است ، يعني از نقطهa نيز موازيdقبل

bcرسم شده است و اين ممكن نيست و لذا  ⊥     

***  
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  ي دو خط موازي فاصله

ي واقع بر از هر نقطهپاره خطي است كه اندازه ي ي بين دو خط موازي فاصله

21در شكل مقابل اگر .يكي بر ديگري عمود شود dd   AH پس||

  .ي بين اين دو خط استفاصله

***  

  عمود منصف يك پاره خط

 يك پاره خط بگذرد و هم عمود بر آن وسطي ر خط كه هم از نقطهه

  .نامند باشد را عمود منصف آن پاره خط مي

  

  

***  

   مثلث 

بـه هـم   پاره خـط  سه  را دو به دو با     راستخط   غير واقع در يك      يهرگاه سه نقطه  

هر يك از اين سه نقطه را رأس و هر يك از اين             . وصل كنيم، مثلث بوجود مي آيد     

 مـي  هندسـه   اساسي ترين اشكال درزامثلث . گويندضلع مثلث مي ره خط ها را پا

ا هر مثلث داراي سه لذ .كند  ضلع اين رئوس را به هم وصل ميس است كه سهأيك مثلث داراي سه ر    .باشد

  .مثلث را اجزاي اصلي مثلث مي نامند و زاويه هاي هر اضلاع . سه ضلع است رأس ، سه زاويه و 

***  

  اجزاي فرعي مثلث

رسـم كـرد،     نيمـساز     يك و براي هر زاويه ي مثلث مي توان       عمود منصف   يك  براي هر ضلع مثلث مي توان       

اين پـاره خـط عمـود را        . يا امتداد آن يك عمود رسم كرد      س مثلث بر ضلع مقابل      رأهمچنين مي توان از هر      

  . مقابل آن وصل كنيم، پاره خط بدست آمده را ميانه مي نامندرأساگر وسط ضلع مثلثي را به .ارتفاع مي نامند

اجـزاي  عمود منصف هاي اضلاع مثلث ، ميانه هاي وارد بر هر ضلع ، نيمساز هر زاويه و ارتفاع هاي مثلث را              

  . مي نامندفرعي مثلث

  

A 

H 

1d 
2d 

A B 

C 

A
B

d

H

 عمودمنصف
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) 3(در شـكل    ،  BCي وارد بر ضـلع    ميانه AM)2(، در شكل    BCصف ضلع نعمود م  aخط) 1(در شكل   

 ارتفـاع وارد بـر امتـداد    AH)5(، در شكل BC ارتفاع وارد برAB) 4(، در شكل    BCضلعد بر   ارتفاع وار 

 ضلعي كه ارتفاع بر آن يا در هر مثلث . محسوب مي شوند Aي نيمساز زاويه  AD)6( و در شكل     BCضلع

ي  قاعـده BC  ضـلع 6 و  5 و   4 مثلاَ در شـكل هـاي        .ي مثلث مي نامند   داد آن عمود شده باشد را قاعده      امت

  .ده فرض كنيمع را قاAB را ارتفاع و ضلع BC مي توانيم ضلع4در شكل . مثلث مي باشند

و لذا ارتفاع محسوب    ) 4مانند شكل (  مثلث مي تواند بر ضلع ديگر عمود باشد          يك ضلع توجه داشته باشيد كه     

ا خواهيم  بعد ه. ممكن است ارتفاع مثلث بر امتداد يك ضلع مثلث عمود باشد5شكل  همچنين مانند. مي شود

 آن ديد كه ممكن است عمود منصف يك ضلع، نيمساز زاويه ي مقابل به آن ضلع ، ميانه ي و ارتفاع وارد بـر       

  .بر هم منطق شوندمثلث ضلع 

 و A، ارتفاع نظير رأسBCي وارد بر ضلع، ميانهBC، عمود منصف ضلعزير شكل ABCدر مثلث

  .اند  رسم شدهAيهمچنين نيمساز زاويه

  

  

  

  

***  

a 

A 

C B 

 )1(شكل 
M 

A 

C B 

 )2(شكل 
H 

A 

C B 

 )3(شكل 

A 

B C 
 )4(شكل 

A 

B C H 

 )5(شكل 

A 

B C D 

 )6(شكل 

A

C  B H

 ميانه

 عمودمنصف

 نيمساز

اع
رتف

 ا
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  انواع مثلث 

ي اضلاع يا زاويه هاي آن به چند نوع تقسيم بندي مثلث ها را با توجه به اندازه

  :مهمترين انواع اين مثلث ها عبارتند از . مي كنند

دو ضلع .  مثلثي كه دو ضلع مســــاوي داشته باشد:مثلث متساوي الساقين  : 1

س مقابل به قاعده را رأس رأ. نامند مساوي را ساق و ضلع سوم را قاعده مي

 .نامند مثلث مي

 

 . مثلثي كه سه ضلع آن برابرند:مثلث متساوي الاضلاع  : 2

  . مثلثي است كه اضلاع آن هم اندازه نباشند:مثلث مختلف الاضلاع  : 3

  . مثلثي كه يك زاويه قائمه داشته باشد:مثلث قائم الزاويه  : 4

  .امندن ضلع مقابل به زاويه قائمه را وتر مي

  . الاضلاع، متساوي الساقين است  هر مثلث متساوي:نتيجه 

***  

  مثلثهم نهشتي دو 

مثلث  اگر با انتقال يك .نهشت گويند ، هرگاه بدون تغيير آنها بر يكديگر قابل انطباق باشند  دو مثلث را هم

ABC بتوان آن را بر مثلث آن يا با چرخاندن DEFمي گويند اين دو مثلث هم نهشت ، منطبق كرد 

)()(هستند و مي نويسند DEFABC ∆≅∆  

  

 

     

  

  

 

هر شكل هندسي ضمن جا به جا شدن تغيير بنابر بر اصل معروف به اصل تغيير ناپذيري توجه داشته باشيد كه 

  .كند نمي

C

B

A  
o90=∠A  

 وتر

A  

B C

 رأس

A

B C

C F

D

E

A 

B 

A

C D

B
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   همنهشت باشند، آنگاه مثلث اگر دو :نتيجه 

  .مساحت و محيط هر دو نيز مساوي است) ب       .هاي متناظر آنها مساويند  اضلاع و زاويهتمام) الف

***  

   حالت هاي همنهشتي دو مثلث

اگر چه اين روش بسيار ابتدايي و ساده . تعيين همنهشتي دو مثلث ، انطباق آنها استبراي اساسي ترين راه 

لذا .  دو مثلث ساده تر است2فاده از حالت هاي همنهشتيمي نمايد، اما يك راه حل عملي و مفيد نيست و است

  .مي توان اصول زير براي تعيين همنهشتي مثلث ها را بيان كرد

ي بين آنها از مثلث ديگري ي بين آنها از يك مثلث با دو ضلع و زاويه هر گاه دو ضلع و زاويه)1اصل 

  ).زض اصل ض. (مساوي باشند،آن دو مثلث همنهشت هستند

 هر گاه دو زاويه و ضلع بين آنها از يك مثلث با دو زاويه و ضلع بين آنها از مثلث ديگري مساوي )2اصل 

  ).ز زض اصل . (باشند،آن دو مثلث همنهشت هستند

.  هر گاه سه ضلع از مثلثي با سه ضلع از مثلث ديگري مساوي باشند،آن دو مثلث همنهشت هستند)3اصل 

  ).ض ض اصل ض(

CDABي هم مركز شكل مقابلايره دو د در :6تمرين  CODAOBثابت كنيد كه . = ∠=∠  .   

 

  

  

  

***  

  

                                                 
به همين دليل آنها را حالت هاي عمومي همنهـشتي دو  . بكار برد، مي توان راي تعيين همنهشتي هر دو مثلث       برا  اين اصول   .  2

بعدها خواهيم ديد كه دو حالت ديگر تحت عنوان، تساوي وتر و يك ضلع و تساوي وتـر و يـك زاويـه حـاده را             . مثلث مي نامند  

 دو حالت را حالت هاي اختصاصي همنهشتي مثلث هاي قائم الزاويه مـي      اين. ردمي توان استفاده ك   فقط براي مثلث قائم الزاويه      

 .نامند

AC

BD
O
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  ويژگي هاي عمود منصف يك پاره خط

  .ويژگي هاي عمود منصف يك پاره خط را در قالب قضيه هاي زير بيان مي كنيم

  . دو سر آن پاره خط به يك فاصله استهر نقطه كه روي عمود منصف يك پاره خط قرار دارد، از :قضيه 

  :اثبات

  

       

  

  
***  

 .خط به يك فاصله باشد،آن نقطه روي عمود منصف پاره خط قرار دارد اي از دو سر يك پاره  اگر نقطه:قضيه 

  :پس.  بگذردABخط  پارهوسط نقطه ي كنيم كه از  چنان رسم مي خطي Mي از نقطه:اثبات 

  

      

  

                       

  

∠+∠=o180ي نيم صفحه، واضح است كه از طرفي طبق اصل زاويه yxپس :   

ABdyx ⊥→=∠=∠ o90  

BHAHو چون ABd و =   . استAB عمود منصفd پس⊥

***  

  . را تعيين كنيدABMمحيط مثلث.  استAB عمود منصف پاره خطdدر شكل مقابل خط : 7تمرين

  

  
  

  

  

A B

d

H

M

x y
 )ض ز ض(

MBMABMHAMH

BHAH

yx

MHMH

=→≅→








=
=∠=∠

= ∆∆
o90

 

 مشترك

A B

d

H

M

x y
yxBMHAMH

BHAH

MHMH

MBMA

∠=∠→≅→








=
=
= ∆∆

 

 طبق فرض

 مشترك

 )ض ض ض ( 

A B 

12 −x 2+x 

1+x 

M 
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  هاي مورب خط

  .گويند) قاطع(خط را خط سومي قطع كند، اين خط را مورب هرگاه دو 

  :همچنين 

 متقابلهر دو زاويه كه در يك طرف خط مورب واقع باشند را  : 1 

   ) t وy(يا زاويه هاي  ) x وz(مانند زاويه هاي . گويند

 متبادلهر دو زاويه كه در دو طرف خط مورب واقع باشند را  : 2

   ) t وz(يا زاويه هاي  ) x وt(مانند زاويه هاي . گويند

براي مثال .  گويندخارجي و در غير اين صورت داخليهر زاويه كه بين دو خط قطع شده قرار گرفته باشد  : 3

  .داخلي مي باشندy وz وtزاويه هاي خارجي و xزاويه ي

اگر دو خط موازي را خط  ):3ي خطوط موازيقضيه(  :قضيه

اي متبادل داخلي مساوي به دست ه سومي قطع كند، زاويه

  .آيد مي

βα baحكم                : ∠=∠   فرض : ||

***  

اگر دو خط را خط سومي قطع كند و دو زاويه ي   :قضيه

  .متبادل داخلي متساوي باشند، آن دو خط موازي يكديگرند

       ba   فرض : α∠=∠x          حكم       : ||

baگيريم كه) : به روش برهان خلف (اثبات كنيم و   رسم ميa را موازيcخطBيپس از نقطه.  نباشد||

    β∠=∠x:   توان نوشت لذا مي

βαلذا  α∠=∠xاز طرفي طبق فرض داشتيم  ∠=∠ 

پس .  واقع باشدb بايد روي cاين وقتي ممكن است كه خط 

ba ||  
                                                 

3
  .ميبدون اثبات مي پذيرآن را به دليل پيچيدگي هاي موجود در اثبات اين قضيه، فعلاً .  
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  : اگر خط موربي دو خط موازي را قطع كند، در اين صورت :نتيجه 

  .هاي حاده با يكديگر مساويند  تمام زاويه :1  

  .با يكديگر مساويند هاي منفرجه  تمام زاويه :2  

  .حاده مكمل يكديگرندي  منفرجه و يك زاويهي يك زاويه :3  

***  

  . را تعيين كنيدy وx با توجه به شكل مقابل مقدار :8تمرين 

  

  

***  

  . درجه است180هاي داخلي هر مثلث   مجموع زاويه :يهقض

o180=∠+∠+∠ zyx : حكم  

  

  

  :آنگاه داريم .كنيم  رسم ميBC خطي موازي ضلعA از رأس :اثبات 

  α∠=∠→ xBCd    موربAB و||

  β∠=∠→ zBCd    موربAC و||

      

  : توان نوشت از طرفي بنا بر اصل زاويه نيم صفحه مي

  oo 180180 =∠+∠+∠→=∠+∠+∠ zyxy βα  

***  

  .ي حاده ، متمم يكديگرندالزاويه دو زاويه  در هر مثلث قائم:نتيجه 

    o90=∠+∠ yx  

***  

o25 

x y 

a 

b 

ba || 
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الزاويه  ي حاده از مثلث قائمالزاويه با وتر و يك زاويه لث قائمي حاده از يك مث هرگاه وتر و يك زاويه :قضيه

  . ي ديگري مساوي باشند،آن دو مثلث همنهشت هستند

   DA DFAC  و∠=∠  فرض : =

    
∆∆

≅ DEFABC : حكم 

هاي داخلي هر  ي قبل چون مجموع زاويه طبق قضيه:اثبات 

FC است، پسo180مثلث ∠=∠ .  

  :حال داريم

  

∆∆
≅ →









∠=∠
=

∠=∠
DEFABC

DA

DFAC

FC
 ز ضز

  

*** 

  .  هر نقطه روي نيمساز يك زاويه ، از دو ضلع آن زاويه به يك فاصله است:قضيه 

MHMK  حكم : =

 دو مثلث :اثبات 
∆

OHMو 
∆

OKMپس . الزاويه هستند  قائم :  

 

      

  

MKMHOMKOMH
OMOM

=→≅→




=
∠=∠ ∆∆βα

  

  

***  

A

B  C

D

E F

K

αβ

M

HO

 

 )ي حاده  وتر و يك زاويه(
 وتر مشترك
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  ي خارجي مثلثزاويه

اي است كه بين يك ضلع و امتداد ضلع ديگر  ي خارجي زاويهزاويه

  مقابلدر شكل αيمانند زاويه. مثلث باشد

  

  .آن، مكمل يكديگرندي داخلي مجاور ي خارجي و زاويهبديهي است كه هر زاويه

o180=∠+∠ αz  

  .ي داخلي غيرمجاورآن برابر استي خارجي با مجموع دو زاويه در هر مثلث هر زاويه:قضيه 

    yx ∠+∠=∠α : حكم  

  : با توجه به شكل فوق داريم :اثبات 

yxzyxz
zyx

z ∠+∠=∠→∠+∠+∠=∠+∠→






=∠+∠+∠
=∠+∠ ααα

o

o

180

180
  

  .زير را نشان دهيدي طهبا توجه به شكل مقابل درستي راب  :9تمرين 

     DByx ∠+∠=∠+∠  

 

 . درجه است360هاي خارجي هر مثلث   ثابت كنيد كه مجموع زاويه :10تمرين

هاي روبرو به اضلاع  الساقين، زاويه  در هر مثلث متساوي :قضيه 

  .مساوي با يكديگر مساويند

ACAB   فرض : =

CB   حكم : ∠=∠

  

كنيم كه نيمساز  خطي چنان رسم مي) Aرأس( از رأس مثلث :اثبات 

را ) BCضلع(ي مثلث باشد و قاعده) Aزاويه ي(ي متناظر آن زاويه

  : در اين صورت داريم .  قطع كندDيدر نقطه
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 .الساقين است ي مساوي داشته باشد، متساويهر مثلث كه دو زاويه :قضيه 

    CB   فرض : ∠=∠

    ACAB   حكم : =

 باشد و ضلع Aكنيم كه نيمساز زاويه   خطي چنان رسم ميA از رأس :اثبات 

BCي را در نقطهDهاي داخلي هر مثلث چون مجموع زاويه.  قطع كندo180 

yxپس . است      : توان نوشت   حال مي∠=∠

  

  

  

  

  

***  

ACAB در شكل زير: 11تمرين ACDABE نشان دهيد كه = ∠=∠ 

  

 

 

  

 . را بيابيدx وyبا توجه به شكل مقابل مقدار  :12تمرين

  

 

 

  .الاضلاع است ي مساوي داشته باشد، متساويثابت كنيد كه هر مثلث كه سه زاويه  :13تمرين

CBACDABD

ADAD

ACAB

∠=∠→≅→








=
∠=∠

= ∆∆
βα 

 ) ض ض ز( 
 مشترك

A  
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x y

α
β

D

 ) ض ز ز(

ACABACDABD ركمشت

yx

ADAD =→≅→
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∠=∠ ∆∆βα
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ثابت كنيد كه اين مثلث .  است درجه60ي بين آنها  سانتي متر و زاويه5ي دو ضلع مثلثي  اندازه :14تمرين

  .متساوي الاضلاع است

  .منطبقند الساقين، اجزاي فرعي نظير رأس مثلث برهم  در هر مثلث متساوي :قضيه 

در شكل مقابل نيمساز زاويه  ABCالساقين  در مثلث متساوي: اثبات

حال ثابت مي كنيم كه اين . يمكن را رسم مي) Aيعني رأس(رأس آن 

باشند، كه نتيجه مي شود،   ميBCنيمساز ، ميانه و ارتفاع وارد بر ضلع

  .عمود منصف نظير آن نيز هست

  

  

  

  

                                                      :  مكمل يكديگرند، پس α وβيو چون دو زاويه

BCAM ⊥→=∠=∠ o90βα 

  .استBCارتفاع وارد بر ضلعAMپس

MCBM همنهشت مي باشند، لذا ACM وABMاز طرفي چون دو مثلث  ميانه AMيعني. =

  .استBCلع وارد بر ض

  . لذا عمود منصف نظير آن نيز هست.باشند  ميBC هم ميانه و هم ارتفاع وارد بر ضلعAMو چون

***  

 لذا در مثلث متساوي الاضلاع ، ميانه،. الاضلاع ، متساوي الساقين نيز مي باشد  چون هر متساوي:نتيجه 

  .نيمساز ، ارتفاع و عمود منصف هر رأس بر هم منطبق هستند

  . درجه نصف وتر است30ي ضلع روبرو به زاويهي اندازه، الزاويه  ثابت كنيد كه در هر مثلث قائم :15تمرين 

***  

A  
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ت ي فيثاغورس را بيـان و اثبـا  معروف به قضيه در ادامه يكي از قضيه هاي اساسي در مورد مثلث قائم الزاويه             

  .مي كنيم

الزاويه مربع وتر با مجموع مربعهاي دو ضلع ديگر آن برابر  در هر مثلث قائم :)ي فيثاغورسقضيه(قضيه 

  .است

  

baمربعي به ضلع ابتدا:اثبات   aو bالزاويه با اضلاع  سپس در اين مربع چهار مثلث قائم،كنيم  رسم مي+

  .دهيم تشكيل مي

  

  

  

  

  

  

  :براي مثال. يگر و با مثلث اصلي همنهشت هستنداين چهار مثلث با همد) زض ض( بنا به حالت 

)()( ADEABC

DEAC

DC

ADBC

∆≡∆ →








=
=∠=∠

=
ضزض

90  

   از طرفي .و لذا تمام مثلث ها داراي وتر هاي مساوي هستند

o
o

o
o

9090
90 180 = →=+→







=
=+ =++ xrs

tr

ts sxr
  

ي زاويه و يك چهارضلع مساوي داردداراي )  CDFHچهارضلعي(  چهارضلعي حاصل از چهار وتريعني 

  . مربع است است و لذا قائمه

  : توان نوشت ها مي طبق اصل مجموع مساحتاكنون 

  مساحت مربع بزرگ= مساحت مربع كوچك +  مثلث همنهشت 4مساحت     

222 cba حكم:   +=
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    ).()( bacba
2

1
422 +=+  

    222222 22 cbaabcbaba =+→+=++→  

  .در اين اثبات تعريف مربع را دانسته فرض كرديم: وجه ت

***  

 ) :ي فيثاغورسعكس قضيه (قضيه 

 يالزاويه و زاويه هاي دو ضلع ديگر برابر باشد آن مثلث قائم اگر در مثلثي مربع بزرگترين ضلع با مجموع مربع

  .روبرو به ضلع بزرگتر قائمه است

   222 cba   فرض : +=

 

 

 aوbي آني قائمهطوري رسم مي كنيم كه اضلاع زاويهDEF مثلثي قائم الزاويه به نام:اثبات 

  آنگاه داريم .باشند

  222 xba =+  

   :توان نوشت و با مقايسه با فرض قضيه مي

  cxcx =→= 22  

قائمه است  Dيهمنهشت هستند و چون زاويه) ض ض ض( بنا به حالت DEF وABCهاي لذا مثلث

  . نيز قائمه استCي متناظر آن يعني زاويهيپس زاويه

 

الزاويه با وتر و  ئم هرگاه وتر و يك ضلع از يك مثلث قا:قضيه

 ديگري برابر باشند آن دو مثلث يالزاويه يك ضلع از مثلث قائم

  .همنهشت هستند

DFAC DEABو =   فرض : =

  )()( DEFABC   حكم : ∆≅∆
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توان به صورت زير   مي فيثاغورس را براي هر مثلثيالزاويه هستند پس رابطه  چون هر دو مثلث قائم:اثبات 

  : نوشت 

  yxyx
cbyDEF

cbxABC
=→=→







=+∆

=+∆ 22
222

222

:)(

:)(
  

  .همنهشت هستند) ض ض ض(و لذا دو مثلث به حالت 

  .اي به يك فاصله باشد آن نقطه روي نيمساز زاويه قرار دارد اي از دو ضلع زاويه  هرگاه نقطه:قضيه 

  

    MKMH   فرض : =

     βα   محك: ∠=∠

   :  پس.الزاويه هستند  قائمOMK وOMH دو مثلث:اثبات 

βα ∠=∠→∆≅∆→




=
=

)()( OMKOMH
OMOM

MKMH
  

 
***  

  چندضلعي منتظم

  .هاي آن نيز برابر باشند هر چند ضلعي را منتظم گويند، هرگاه تمام اضلاع آن برابر و تمام زاويه

  .ه سه ضلعي منتظم و مربع كه چهارضلعي منتظم استالاضلاع ك مثلث متساوي: مثلاً 

 ضلعي منتظم برابر n هر زاويه داخليي اندازه:نتيجه 
n

n 1802 ×− )(
  )چرا؟ (. درجه است

***  

الاضلاع   ثابت كنيد كه هر شش ضلعي منتظم توسط قطرهاي بزرگ آن به شش مثلث متساوي:16تمرين

  . شودتبديل مي

***  
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  )وتر و يك ضلع(
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  :تمرين براي حل 

  . را تعيين كنيدABي پاره خطاندازه، BD=5 وCD=6 وAC=3زير شكل   :17

  

  

  

  
  

 
  

***  
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