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 مفاهيم مقدماتي حد: 3-1
 

تر و با زبان رياضـي بـا          در كتاب ديفرانسيل، ما به صورت دقيق      . ايد  ي آن در سال گذشته در درس حسابان آشنا شده           با مفهوم حد و چگونگي محاسبه     
 .تر آن را بررسي خواهيم كرد شويم و در توابعي خاص اين مفهوم مواجه مي

xي   در يك همسايگي محذوف نقطهf فرض كنيد تابع   ):1(تعريف حد    aگوييم حد تابع  مي.  تعريف شده باشدf در x a برابر L  اسـت 
نويسيم  و مي(

x a
lim f (x) L


( ،ي زير درست باشد اگر جمله: 

 . باشيمي كافي نزديك كرده  به اندازهa را به عدد xكه مقدار  ن شرط آ خواهيم نزديك كنيم، به  بتوانيم هر قدر كه ميL را به عدد fمقدار تابع 

xتابع  ):  1 ( ي مسأله xf (x)
x

1 1 42
1 4

   


 . مفروض است

مقدار ) الف
x
lim f (x)
4

  چقدر است؟

|اگر بخواهيم ) ب f (x) | 3   نزديك كنيم؟4اي به   را به چه اندازهx، بايد 1
|براي  f (x) | / 3 0   چقدر؟01
xدر شكل با    (شود     نزديك مي  4 به عدد    xدانيم وقتي مقدار      با توجه به نمودار تابع، مي     )  الف :حل a  ي   نقطه، روي نمودار)ايم   نشان دادهA  بـه 

fها مقدار  شود و متناظر آن، روي محور عرض ميي توخالي نزديك  سمت نقطه (a) پس. شود  نزديك مي3 به :
x
lim f (x)



4

3. 

xدانيم براي  مي) ب  fي تابع  ، ضابطه4 (x) x 1 |شرط .  است12 f (x) | 3 xبراي ( رياضي  را به زبان1   :نويسيم مي) 4

| f (x) | | x | | x | | x | | x |              1 1 13 1 1 3 1 2 1 4 1 4 22 2 2 
|كنيد كه اگر      مشاهده مي  x | 4 xكه چون    (2  |، بهتر است آن را به شكل        4 x |  4 2 گاه    ، آن ) بنويسيم| f (x) | 3 از بحـث   . 1

|دانيد شرط     همسايگي مي  x |  4 2 معني     بهx ( , ) { } 2 6  قرار بگيـرد،  2 به شعاع  4ي     در همسايگي محذوف نقطه    xيعني اگر   .  است 4
fگاه  آن (x)رار خواهد گرفت ق1 به شعاع 3ي   در همسايگي نقطه. 

|براي  f (x) | / 3 0 xبراي : (توانيم بحث مشابهي داشته باشيم  نيز مي01  4( 
x | x | /   4 4 0 02| f (x) | / | x | / | x | / | x | /           1 1 13 0 01 1 3 0 01 2 0 01 4 0 012 2 2 

0/ به شعاع 4ي   در همسايگي محذوف نقطهxپس اگر  f قرار بگيرد، 02 (x)0/ به شعاع 3ي   در همسايگي نقطه  . قرار خواهد گرفت01
)ي  در مسأله ):  2 ( ي مسأله |دانيم اگر  ، مي1( x |   4گاه  ، آن| f (x) |  3 .اي بين  طهچه راب و برقرار است؟  

| :هم تبديل كنيم   ها را به زبان رياضي به    كافي است شرط:حل f (x) | | x | | x | | x |               1 13 1 3 4 4 22 2 
xهاي بالا اين است كـه بـراي           معني جمله   |، دو نامـساوي     4 x |  4 | و   2 f (x) |  3 

پـس اگـر    . انـد   معادل  2،گـاه از    آن| x |   4 تـوانيم   ، مـي| f (x) |  3  را نتيجـه 
كنيـد اگـر    ميطور كه مشاهده  همان. ايم  نتايج فوق را به شكل هندسي نشان دادهنيزدر نمودار  . بگيريم

x  تر از     اي كم    در فاصله2    ي مـشخص شـده روي محـور          يعني داخـل فاصـله    ( قرار بگيرد    4 از عدد
xگاه  ، آن)هاf (x)تر از  ي كم  در فاصله  گيرد  قرار مي3عدد از. 

 :توان بيان كرد با توجه به دو مثال قبل تعريف حد را به زبان رياضي چنين مي

xي    در يك همسايگي محذوف نقطه    f فرض كنيد تابع     ):2(تعريف حد    a   گوييم حد تابع      مي.  تعريف شده باشدf   در x a   برابر L  است
نويسيم  و مي(

x a
lim f (x) L


(ي زير درست باشد ، اگر جمله: 

براي هر    عددي مانند ،   يافت شود طوري كه اگر | x a |   گاه  ، آن| f (x) L |  . 
| :يا به بيان ديگر  x a | | f (x) L |               

y

x

Af (a)f (x)
3

1

2 4 xx

a

f (x)

 حد و پيوستگي





y

x

3

1

2 4 2



2
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  » حد و پيوستگي«فصل سوم 

ثابت كنيد ):  3 ( ي مسأله
x
lim x x


  2
2

4 4. 

f در ايــن مثــال :حــل (x) x x 2 2 ،a  L و 2  4 . نــشان دهــيم بــراي هــر كــافي اســت  ، يــك    وجــود دارد كــه اگــر 
| x |   2گاه  ، آن| x x |   2 4  :داريم. 4

| x x | | (x ) | | x | | x |               2 2 24 4 2 2 2 
دهد كه اگر  پذير بالا نشان مي هاي برگشت نامساوي  گاه از  ، آن| x |   2گيريم  نتيجه مي :| f (x) |  4 .پس: 

x
lim f (x)


 
2

4 
 

xي    در تابع با ضابطه    ):  1 ( تست x xf (x)
x

 


3 23 2
|، اگر   1 x |   1 گاه مقادير     ، آنf (x) همسايگي    در 1     0/ به شـعاع 04 

  كدام است؟ترين مقدار  بزرگ. گيرد قرار مي
1 (/0 02 2 (/0 2 3 (/3 0 04 4 (/0 064 

 در واقع در اين تست از مفهوم :حل
x
lim f (x)


 
1

 : بر مخرج آن داريمfابتدا دقت كنيد كه با تقسيم صورت كسر .  سؤال شده است1

x x x (x )(x x) f (x) x x , x        3 2 2 23 2 1 2 2 1 
0/ به شعاع 1 در همسايگي fخواهيم مقادير  مي |:  قرار گيرند، يعني04 f (x) | / 1 0  :بنابراين. 04

| f (x) | / | x x | / | x | / | x | /2 21 0 04 2 1 0 04 1 0 04 1 0 2            
/پس اگر   0 |، از شرط 2 x |   1گيريم  نتيجه مي :| f (x) | / 1 0  .پاسخ درست است) 2(ي   گزينهبنابراين. 04

 

 با فرض  ):  2 ( تست
x x

f (x)
x x
 

   

5 1 1
3 1 1

| وقتي   دانيم  مي،   x |   1 گاه مقادير      ، آنf  ي   در فاصـله( / , / )3 985 4  قـرار  015

  باشد؟واندت نمي  عدد كدام .گيرد مي
1 (/0 0003 2 (/0 002 3 (/0 003 4(  /0 004 

| معادل   ، در آن فاصله   f قرار گرفتن    :حل f (x) | / 4 0 xهـاي راسـت و چـپ          در همـسايگي  اي اسـت      چون تـابع دو ضـابطه     .  است 015  1 
 :كنيم جداگانه شرط را بررسي مي

) x : | f (x) | / | x | / | x | / | x |  اگــر/               1 1 4 0 015 3 1 4 0 015 3 1 0 015 1 0 005 
) x : | f (x) | / | x | / | x | / | x | - اگــر/               2 1 4 0 015 5 1 4 0 015 5 1 0 015 1 0 003 

/: گيريم  كنيد كه از يكي نتيجه مي       مشاهده مي   0 / و از ديگري     005  0 |كه همواره شرط     براي آن . 003 f (x) | / 4 0  برقرار باشـد،    015
/ي بالا برقرار باشد، يعني  بايد هر دو نتيجه  0  . باشدتواند مقدار  نمي) 4(ي   بنابراين گزينه،003

 
f، مقدار   aددي مانند    به ع  xدر تعريف حد، با نزديك شدن        (x)     به عددي مانند L  شد، اين نزديك شـدن بايـد از هـر دو سـمت                 نزديك ميa 

 .صورت بگيرد) aيعني در همسايگي چپ و راست (
 :طرفه را تعريف كنيم توانيم حدهاي يك اما به همين ترتيب با در نظر گرفتن يك همسايگي مي

 

 . حد چپ و حد راست:تعريف
x در   f تابع   -1 a     حد راستي برابر L   نويسيم    مي( دارد

x a
lim f (x) L


(   مقدار  :  درست باشد  اين جمله ، اگرf (x)    را به L    بتوانيم هر قدر 

 :به بيان ديگر. ي كافي نزديك شود  به اندازهa، به aتر از   از سمت مقادير بزرگxكه  خواهيم نزديك كنيم، به شرط آن كه مي
x a | f (x) L |               

x در   f تابع   -2 a     حد چپي برابر L   نويسيم    مي( دارد
x a
lim f (x) L


(   مقدار  : د درست باش  اين جمله ، اگرf (x)    را به L      بتوانيم هـر قـدر 

 :به بيان ديگر. ديك شودي كافي نز اندازه  بهa، به aتر از   از سمت مقادير كوچكxكه  خواهيم نزديك كنيم، به شرط آن كه مي
x a | f (x) L |                
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   كنيد شرط     طوري كه مشاهده مي      همان ):1(تذكّر| x a |        در همسايگي راست ،a)   برايx a (    تبديل بـهx a      و در 
xبراي  (a همسايگي چپ a( تبديل به ،x a    شود  مي. 

  اگر حدهاي چپ و راست تابع  ):2(تذكّرf در x aگاه تابع   موجود و برابر باشند، آنf در x aبه بيان ديگر.  حد دارد: 

x ax a x a
lim f (x) lim f (x) L lim f (x) L

   
    

x در fگاه تابع  اگر هر دو حد موجود باشند، ولي برابر نباشند، آن aحد ندارد . 

  حدها اين است كه مقدار  شرط وجود داشتن هر يك از ):3(تذكّرLبه بيان ديگر وقتي .  عددي حقيقي شودL  تابع حد ندارد ،. 
x) همسايگي راست يا همسايگي چپ    (طرفه    در يك همسايگي يك    فقط f اگر تابع  :يك قرارداد مهم a     تعريف شده باشد، طبق

  منظور از،قرارداد كتاب درسي
x a
lim f (x)


 .است aي راست يا چپ تابع در نقطههمان حد  

 :مثال
f تابع   -1 (x) x 1     در همسايگي راست x  xمسايگي چپ    تعريف شده، ولي در ه     1  داريـم   .  تعريف نشده است   1

x
lim f (x)




1
 ،

ولي  
x
lim f (x)

1
طبق قرارداد بالا منظور از      .  وجود ندارد  

x
lim f (x)
1

 همان   
x
lim f (x)

1
 است، پس    

x
lim f (x)



1

،   كه تابع    بنابراين با آنf 

xدر    . حد چپ ندارد، ولي در اين نقطه حد دارد1
f تابع   -2 (x) sin x x در همسايگي چپ     1  f(D تعريف شده، ولـي در همـسايگي راسـت آن تعريـف نـشده اسـت                1 [ , ]) 1 داريـم  . 1

x
lim f (x)




1 ، ولي 2

x
lim f (x)

1
: توانيم بنويسيم طبق قرارداد بالا مي.  وجود ندارد

x x
lim f (x) lim f (x)

 

 
1 1 2 

sin تابع   -3 x xf (x)
x

    


1 1 1
1

x هم در همسايگي راست      ،  تـوانيم از     پـس نمـي   .  است، هـم در همـسايگي چـپ آن          تعريف شده  1

قرارداد بالا استفاده كنيم، بنابراين منظور از  
x
lim f (x)
1

كدام از دو حد   هيچ
x
lim f (x)




1
 و 

x
lim f (x)




1 چـپ  در اين مثال حد .  نيست2

xبرابر نيستند، پس تابع در و راست    . حد ندارد1
 

حاصل .  استfرو نمودار تابع  شكل روبه ):  3 ( تست
x x
lim f (x) lim f (x) f ( )

  
 

2 2
  كدام است؟2

1 (2 
 صفر) 2
3 (2 
4 (4 
 

ح است كه     با توجه به شكل واض     :حل
x
lim f (x)




2
)ي توخـالي      زيرا به نقطه   (2 , )2 ،  )شـويم    نزديـك مـي    2

x
lim f (x)


 

2
f و   1 ( ) 2 3 .

بنابراين پاسخ تست   2 1 3  .شود مي) 4(ي   يا گزينه4
 

براي اثبات  ):  4 ( تست
x
lim (x | x |)


  2

1
2 2   كدام گزينه مناسب است؟3

1 (: | x | | f (x) |         21 3  2 (: x | f (x) |          1 3  
3 (: x | f (x) |          2 1 3  4 (: x | f (x) |          1 3 2  

ــل ــپ :ح ــسايگي چ x در هم  ــهو  (1 ــسايگي كوچــك   ب ــل در هم ــور ك xط  ــارت ) 1 ــت عب xعلام  ــت2 ــي اس ــم، منف ــابراين داري :  بن
f (x) x ( x) x x     2 22 2 2 Lحال چون . 4  |، بايد شرط 3 f (x) |  3را بررسي كنيم : 

| f (x) | | x x | | (x ) | | x |                2 23 2 4 3 1 1 
xچون   xامساوي بالا به ، ن1 1     پاسخ تست خواهد بود) 2(ي   گزينه،شود و طبق تعريف حد چپ  تبديل مي. 

1
2
3

2
1

x

y
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 :ها ي حد و دنباله رابطه 
yتابع  فرض كنيد    f (x)   در x a    حدي برابر L  اي مانند     دنباله.  داشته باشد na   دهـيم   مـي  تشكيل
 .ها مشخص كنيم xتوانيم نقاط متناظر اين دنباله را مطابق شكل روي محور  مي.  همگرا باشدaكه به عدد 

nxازاي    ابع به با درنظر گرفتن مقادير ت     a آيـد كـه همـان         دست مـي    ي ديگري به    ، دنباله nf (a .  اسـت  (
 .ها نشان دهيمyي جديد را مطابق شكل روي محور  توانيم نقاط متناظر اين دنباله مي
ي    شدن جمـلات دنبالـه     بينيد كه با نزديك     مي na    بـه a    ي    ، جمـلات دنبالـه nf (a  نزديـك   L بـه    (
ي  پس دنباله. شوند مي nf (a  . همگرا استL به عدد (

 
اگر  :قضيه

x a
lim f (x) L


و n{a nnاي باشد كه  دنباله{
lim a a


و na aي گاه دنباله ، آنn{f (a  )1(. همگرا استL نيز به{(

 

:  داريم :مثال
x
lim x


 
1

1 }nي    دانيم دنباله    مي ، و 2 }
n



1
n{fي    پس دنباله .  همگرا است  1 به عدد    2 (a }n يعنـي    {( }

n
 


1  L بـه عـدد      12

 .سي كنيددرستي اين نتيجه را خودتان برر. بايد همگرا باشد) 2يعني (
 

n{aي    نبالهاگر دو د    :نتيجه n{b و   { na باشند،   a همگرا به عدد     { a   و nb b  هاي    ، ولي دنبالهn{f (a n{f و   {( (b  به يـك    {(
xي   در نقطهfعدد مساوي همگرا نباشند، تابع  aحد ندارد . 

 

x تابع   :مثال
f (x)

x


  1
 


xي     در نقطه        هـاي عمـومي      بـا جملـه     و دنبالـه  ز د توانيم ا   براي اثبات اين حكم مي    ). چرا؟( حد ندارد 

na
n

 nb و   1
n
 nfدانـيم هـر دو دنبالـه بـه صـفر همگراينـد، ولـي                  مـي .  كمك بگيريم  1 (a )  naزيـرا    (1   (  وnf (b )  )   زيـرا

nb   .(هاي  پس دنبالهn{f (a n{f و {( (b x در f لذا تابع   به دو عدد مختلف همگرا هستند،{(  حد ندارد . 
 

دهند كه  هاي زير نشان مي كدام دنباله ):  5 ( تست
x
lim tan

x

1


  وجود ندارد؟

1 ({ }
n
} و 1 }

n
1

2  2 ({ }
n
1

} و 2 }
n
1

3 

3 ({ }
n 

1

4

} و  }
n  

1

4

  4 ({ }
n  

1

2 3

} و  }
n  

1
22 3

 

پس بايد بررسي كنيم كه در كدام گزينه مقادير تابع بـه ازاي دو دنبالـه بـه عـددهاي مختلفـي                      . است صفر    برابر ها  ها حد دنباله    ي گزينه    در همه  :حل

naاگر  ) 1(ي     در گزينه  مثلاً. شود  همگرا مي 
n



nb و   1

n



1

nf: گاه داريم   ، آن 2 (a )     و nf (b )  )   كهf (x) tan
x

 پس حـد   ). 1

هاي ديگـر را رد    توانيد گزينه   همين ترتيب مي    به.  مناسب نيست  fشود و اين گزينه براي نشان دادن حد نداشتن تابع             دو دنباله عددهاي مختلفي نمي    
 :است، زيرا) 3(ي   پاسخ تست گزينه.كنيد

n n
n nn n

n nn nn n

a f (a ) tan(n )
lim f (a ) lim f (b )n

x f
lim a lim bb f (b ) tan(n )

n

1 14
4

1 14
4

 

 

                           

 حد ندارد  در


 

 

                                                      
na ها داشته باشيم naاگر براي تعداد متناهي از : )1( aباز هم حكم اين قضيه درست است ،. 
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كه نشان دهيم تابع       براي آن  ):  6 ( تست
x Q

f (x)
x Q


  

1


x در     }ي     حد ندارد، از دو دنباله     2 }
n

 n و   12 a{ }
n
2  استفاده 

 ؟تواند باشد نمي كدام عدد aرت در اين صو. كنيم مي

1 ( 3 2 (7 3 (1
2

 4 (5 

na هاي عمومي    با جمله    بايد دو دنباله   :حل
n

  n و   12
n ab

n
 n داراي اين شرط باشندكه اولاً       2 nn n

lim a lim b
 

 2)    كه اين شرط

n، ثانياً )برقرار است nn n
lim f (b ) lim f (a )
 

. 

nf يك عدد گويا است، پس       naچون همواره    (a )  nnكـه     ، بنـابراين بـراي آن     1
lim f (b )


 n{bي    ، بايـد دنبالـه    1 .  از اعـداد گنـگ باشـد       {

 .است) 2(ي  كنند، بنابراين پاسخ تست گزينه چنين شرطي را برآورده مي) 4(و ) 3(، )1(هاي  گزينه
 :صورت زير قابل بيان است ي گفته شده نيز به  عكس قضيه،ها ي حد و دنباله در رابطه

 
n{aي   دنبالههرگر براي ا :قضيه nn كه {

lim a a


 و na a داشته باشيم ،nn
lim f (a ) L


گاه  ، آن
x a
lim f (x) L


. 
 
 ّي با يك دنباله. دقت كنيد» هر«ي   به كلمه:تذكرn{a x درfتوان نشان داد كه تابع  نمي  كه در شرايط بالا صدق كند،{ aداراي حد است ! 

 :ها حد ندارد نقاطي كه تابع در آنهاي مختلف تشخيص  روش 
 :بندي كنيم ها را جمع توانيم اين روش ت زير ميصور ايم به چه كه تاكنون گفته با توجه به آن

x در يك همسايگي     f اگر تابع    -1 a    ي تـابع نباشـد      اين همسايگي جزء دامنـه    ( نامعين باشد( ،
 . را به آن نقطه نزديك كنيمxتوانيم  زيرا اصلاً نمي. تابع در اين نقطه حد نخواهد داشت

x در شكل مقابل، تابع در  )الف:مثال b حد ندارد و در x aتابع در هر دو همـسايگي  . حد راست ندارد 
x b    و در همسايگي راست x aدقت كنيد كه طبـق قـرارداد، تـابع در     . نامعين استx a  ،حـد دارد 

xزيرا فقط در يك همسايگي  a) تعريف شده، بنابراين منظور از ) همسايگي چپ
x a
lim f (x)


 همان 
x a
lim f (x)


 . است

yتابع  ي    دامنه )ب ( x)(x )  1 ]برابر   2 , ]1 x پس همسايگي چپ       است، 2  ي تـابع نيـست و          در دامنه  1
x
lim y

1
البتـه   ( وجـود نـدارد    

x
lim y




1
.( چون تابع فقط در يك همسايگي x  : يف شده، داريم تعر1

x x
lim y lim y

1 1 
   پس تابع در ،x   . حد دارد1

y تابع )پ
tan

x

 1
xدر 1    ،زيرا در هر همسايگي     حد ندارد x          ها كه در نظر بگيريم نقاطي هست كه در آنy تـابع   در واقـع . نامعين است

xدر نقاط
n



كه( 1 n Z  (  نامعين است)و در هر همسايگي)چرا؟ ،x  ، شود هر چقدر هم كه كوچك باشد، از اين نقاط يافت مي. 

xف تابع در همسايگي محذو     اگر -2 a      موجـود نباشـند، يـا موجـود و          اين نقطـه  حد چپ و حد راست تابع در         تعريف شده باشد و 
xنابرابر باشند، تابع در aحد ندارد . 

y تابع   ) الف :مثال [x]   در x      طابق نمودار تابع داريـم     حد ندارد، زيرا م :
x
lim y





   و 

x
lim y


 1


 .

xي  در واقع اين تابع در هيچ نقطه( n)  كهn Z(حد ندارد (. 
 
 

x تابع   )ب x
f (x)

cot( x) x


   

1
1

x در     كـه     ندارد، زيرا بـا آن    حد   1
x
lim f (x)




1
، ولـي    1

x
lim f (x)

1
 

در واقع (وجود ندارد 
x
lim f (x)


 

1
) ي بازهنمودار تابع را در ).  , )كنيد  مشاهده مي. 

 
n{aي     اگر براي دو دنباله    -3 n{b و   { n كه   { nn n

lim b lim a a
 

   ،na a   و nb b هاي    ، دنبالهn{f (a n{f و   {( (b  بـه دو    {(

x  درfعدد مختلف همگرا باشند، تابع  aحد ندارد . 

y

x
ba

1
1

1
1

x

y

1

1
x

y
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ــال ــابع :مث y ت sin x
 در x     ــه ــراي دنبال ــرا ب ــدارد، زي ــد ن ــاي  ح ــه ه ــا جمل ــومي ي ب na ي عم n 1

nb و 2
n




1
12 2

ــم :  داري

n nn n
lim b lim a
 

   ولي ،nf (a )   و nf (b )  n{f، پس 1 (a n{f و {( (b  . به عددهاي متفاوتي همگرا هستند{(
 

 از حدهاي زير وجود دارد؟ا چند ت ):  7 ( تست

) الف
x
lim tan x cot x





) ب  
x
lim sin (x )1 1





) پ  

x
lim x1 1


 


 

 3) 4 2) 3 1) 2 صفر) 1

:  داريم:حل
x
lim tan x cot x


  1


yتابع .  tan x cot x  در نقاط x k  k( تعريف نشده است 2 Z( 

y: و در نقاط ديگر داريم   ي نقاط   در همهبنابراين. شود رو مي پس نمودار آن مانند شكل روبه. 1
x R ي تابع نيستند  است، حتي نقاطي كه جزء دامنه1 حد تابع برابر. 
yدر تابع  sin (x )1 1  همسايگي چپ x  ي تابع نيست، زيرا  در دامنه: 

:| x | x x1 1 1 1 1 2          دامنــه ي تــابع  

پس حد   
x
lim sin (x )1 1









 وجود ندارد، ولي حد راست تابع وجود دارد و برابر             xبنابراين تابع در    .  است 2       حدي برابـر   دارد، زيـرا    2

xفقط در يك همسايگي   تعريف شده است .  

xحد چپ تابع 1 x در1  ،گي چپ ي زيرا همسا موجود نيستx  نيستي تابع  در دامنه : 
x x

[ , ]
x x x x

 دامنــه ي تــابع 
     
           

1 1
1

1 1 1 1 1 1



 

 

 . درست است3ي  بنابراين گزينه.  وجود دارندب و الف هايحدپس 
 

 :قضاياي حد 
جا ما     اين در. هاي مرجع مشاهده كنيد     توانيد در كتاب    اثبات اين قضايا را مي    . كند  ي حدود تابع را ساده مي       در بحث حد قضايايي وجود دارد كه محاسبه       

 .كنيم هايي را حل مي تر مثال هاي مهم ي قضيه كنيم و درباره ها را ذكر مي وار آن فهرست
 

xبراي هر( باشد Rي  تابع ثابت با دامنهf اگر-1  :قضيه Rداشته باشيم :f (x) c(گاه ن ، آ:
x a
lim f (x) c


) براي هرa R.( 

 اگر -2
x a
lim f (x) L


  و 1
x a
lim g(x) L


 c (1:گاه ، آن2 R يك عدد ثابت است و n N( 

) الف
x a
lim cf (x) cL


 ) ب 1
x a
lim (f g)(x) L L


  1 2 

) پ
x a
lim (fg)(x) L L


 1 ) ت 2
x a

Lflim ( )(x)g L
 1

2
Lبه شرط  ( 2 ( 

n) ث n
x a
lim f (x) L


 n) ج 1 n
x a
lim f (x) L


 L زوج باشد، برايnاگر (1 1 اين تساوي برقرار است (. 

) چ
x a
lim | f (x) | | L |


 1 
 

aي نقـاط       در همه  P(x)اي مانند     گيريم كه يك چند جمله      هاي بالا نتيجه مي      با استفاده از قضيه    :نتيجه R            حـد دارد و مقـدار حـد آن، همـان 
P(a)يعني. شود   مي :

x a
lim P(x) P(a)


. 

 توابع مثلثاتي  :تذكّر f (x) sin x و g(x) cos x    ها هستند، يعنـي     اي   نيز مانند چند جمله:
x a
lim f (x) f (a)


 و 
x a
lim g(x) g(a)


 ،

yچنين توابع  هم tan x)  برايa k    yو ) 2 cot x)  برايa k .( 

                                                      
x بايد در همسايگي يكساني از g و f در اين قضيه توابع - ١ aند تعريف شده باش. 

x

y

 2

2

 23
2

1
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x در g و fي قبل ديديم كه اگر  در قضيه :  نكته aاشند، توابع  حد داشته بf g،  fg و f
g)  به شرط غير صفر بودن حدg ( نيز

xدر  aدر واقع. عكس اين قضيه، درست نيست.  حد خواهند داشت: 

x در   fاگر  ) الف a      حد داشته باشد و g    گاه قطعاً      حد نداشته باشد، آنf g   و g
f   در x a       حد نخواهند داشـت، ولـي 

fg و f
gممكن است حد داشته باشند . 

x هر دو در     g و   fاگر  ) ب a         حد نداشته باشند، هر يك از توابع f g،  fg  ،f
g و g

f ممكن است در x a  حد داشـته 

 .باشند يا نداشته باشند
 

g،  )الف(كنيم كه در حالت        مي  نمونه ثابت  براي.  ارائه دهيد  g و   fسعي كنيد در هر قسمت مثال مناسبي براي توابع          
f      زيـرا اگـر    .  قطعـاً حـد نـدارد

gh f   در x a      حد داشته باشد، هم h    و هم f         در اين نقطه حد دارند، پـس hf         نيـز حـد دارد، ولـي g hf      بنـابراين تـابع ،g    بايـد در 

x aحد داشته باشد كه مخالف فرض است . 
 

xي   در نقطهfاگر تابع  ):  8 ( تست  باشد و  حد داشته 1
x

f (x)lim f (x)

 
1

2 1 گاه  ، آن11
x
lim f (x)
1

  كدام است؟

1 (3 2 (2 3 (2 4 (3 
كنيم   فرض مي:حل

x
lim f (x) L



1

 :هاي حد داريم  طبق قضيهگاه ، آن

x

f (x) L Llim L L L
f (x) L L1

2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 21 1 1

          
  

  فــرض

 .درست است) 3(ي  بنابراين گزينه
 

|)اگر تابع  ):  9 ( تست x | a) xf (x)
x a x

    
 

2 3
2




x در   ي مقادير   حد داشته باشد، مجموعهaكدام است؟  

1 ({ }1 2 ({ , }1 3 3 ({ , }1 3 4 ( 
 : براي حد داشتن بايد حد چپ و راست تابع باهم برابر باشند:حل

x x x x
lim f (x) lim f (x) lim (x a) lim (| x | a) a a

      
        2 22 3 2 3

   
 

a a (a )(a ) a , a2
1 22 3 3 1 3 1             

 . درست است2ي  بنابراين گزينه
 
 

x اگر در يك همسايگي محذوف       :ي فشردگي   قضيه :قضيه a  بـدانيم  :f (x) h(x) g(x)    و 
x a x a
lim f (x) lim g(x) L
 

  ،

گاه  آن
x a
lim h(x) L


. 

 
 

:  بدانيمfاگر براي تابع  ):  4 ( ي مسأله
x a
lim | f (x) |


 ثابت كنيد ، :
x a
lim f (x)


 . 

|:  داريمدانيم براي هر عدد حقيقي   مي:حل | | |     بنابراين ،: 

x a
x a x a

| f (x) | f (x) | f (x) |
lim f (x)lim | f (x) | lim | f (x) |

 فشــــردگي
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xاگر ):  10 ( تست x f (x) cos( x)    22 2 :x R { }   گاه  ، آن1
x
lim f (x)
1

 است؟ كدام 

 1) 4 صفر) 3 1) 2 .موجود نيست) 1
دانيم مي :حل

x x
lim x x lim cos( x)
 

     2
1 1
2 2 :ي فشردگي داريم ، پس طبق قضيه1

x
lim f (x)


 
1

 .درست است) 4(ي   بنابراين گزينه.1

 
 

xي   در همسايگي محذوف نقطهfبع اگر تا: دار ي توابع كران قضيه : قضيه aدار باشد و   كران
x a
lim g(x)


 گاه ، آن: 

x a
lim g(x)f (x)


  

 .صفر حدي دار كران صفر حدي: به بيان ديگر
 

 دقت كنيد كه در اين قضيه لازم نيست تابع  :تذكّرfي   در نقطهx a  داشته باشدحد. 
|فـرض كنيـد   : راهنمـايي . ( تمرين آن را اثبات كنيـد براي. ي فشردگي اثبات كنيد توانيد با استفاده از قضيه اين قضيه را مي    f (x) | k   سـپس بـا ،
: ي فشردگي نشان بدهيد استفاده از قضيه

x a
lim | f (x)g(x) |


 استفاده كنيد) 4(ي   و در نهايت از مسأله(. 

f تابع   :مثال (x) sin x
   در x            دار اسـت       حد ندارد، ولـي در همـسايگي آن كـران( f (x) )  1 بنـابراين از    . 1

x

x xlim x

 


22
1

 

: گيـريم   نتيجه مـي  
x

x xlim sinx x

  


22
1

 .      تـوان بـه       دار معـروف مـي      از ديگـر توابـع كـرانy cos x  ،y sin x1  ،y cos x1 ،

y tan x1 و y cot x1اشاره كرد . 
 

فرض كنيد  ):  11 ( تست
x Q

D(x)
x Q


  

1


x و  xf (x)
x x

   
 

2 4 2
4 2 2

 صورت  در اين. 
x
lim f (x)D(x)
2

  كدام است؟

1 (2 2(  2 3 (وجود ندارد) 4 صفر. 
  داريـم fي تابع   ابطهضه  با توجه ب   :حـل 

x x
lim f (x) lim f (x)

  
 

2 2
  پـس ،

x
lim f (x)



2

 .    حـال چـون همـوارهD(x)  1  پـس ،

D(x)ي قبل حاصل  دار است و طبق قضيه  تابعي كران
x
lim f (x)D(x)
2

 . درست است3ي  بنابراين گزينه. شود ابر صفر مي بر
 

 :حد در توابع شامل جزء صحيح 
. دهـد   هاي ايـن مبحـث را تـشكيل مـي           تابع جزء صحيح و مسائل حدي مربوط به آن بخش مهمي از تست            

 .كنيم اين دليل جداگانه آن را بررسي مي به
fطبق نمودار تابع     (x) [x]    در تمام نقـاط       رو رسم شده است،      كه در شكل روبه x n)    كـهn Z (

 .در نقاط ديگر تابع حد دارد و مقدار حد با مقدار تابع يكسان است. تابع حد ندارد
xدر نقــاط  nتــوانيم بگــوييم  مــودار مــي تــر طبــق ن  صــورت دقيــق   بــه :

x n
lim f (x) n


 و 

x n
lim f (x) n


   .بيان بالا اساس پيدا كردن حد در توابع شامل جزء صحيح است. 1

 
هـا اعـداد ثابـت قـرار          ها را حذف كنيد و به جاي آن         ي حد در توابع شامل جزء صحيح، در صورت امكان جزء صحيح             در محاسبه  :  نكته

 :راي اين منظور دقت كنيد كهب. دهيد
f اگر -1 (x) L و Lگاه  عددي غير صحيح باشد، آن :[f (x)] [L] 
f اگر -2 (x) L)  به معنيf (x) L و f (x) L( كه ،Lگاه  عددي صحيح است، آن :[f (x)] L 
f اگر -3 (x) L)  به معنيf (x) L و f (x) L( كه ،Lگاه  عددي صحيح است، آن :[f (x)] L 1 

fها يا تعيين علامت عبارت از نامساوي) 3(و ) 2(دقت كنيد كه در موارد  (x) Lيا از نمودار تابع f (x)كمك بگيريديدتوان  مي . 

2

1

1
1

x

y

2 3

1
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 :آشنا شويدتر  بيشي بالا  با چند تست با مفهوم نكته
 

fاگر  ):  12 ( تست (x) | x | [x ]   3
xپ تابع در ، حد چ2    كدام است؟3

1 (5 2 (6 3 (7 4 (4 

Z چون :حل 33  :كنيم ي قبل استفاده مي نكته) 1(، از بخش 2

x x x
lim[x ] [ ] [ ] lim[x ] lim f (x)

 

  
            

3 12
3 3 3

3 3 3 33 3 3 3 3 3 62 2 2 2


 

 . درست است2ي  بنابراين گزينه
 
 

aبا فرض  ):  13 ( تست   1
، حاصل 5

x a
lim [ ]x

  كدام است؟1

1 (5  2 (4 3 (6 4 (3 

)شود، بايد تعيين كنيم كه    مي 5ارت داخل جزء صحيح، عدد صحيح        چون عب  :لح )x
 1 ) يا 5 )

x
 1 تـوانيم   در حالت اول چون مي. 5

x
) ي  بازه را در    1 , ) 5 ] حاصل حد    م، قرار دهي  4 ]

x
توانيم  شود و در حالت دوم چون مي       مي 5، برابر   1

x
) در را 1 , ) 6 حاصـل     قرار دهيم،5

]حد  ]
x
 :داريم. شود  مي6 برابر 1

x a
x ( ) x ( ) lim [ ] [( ) ]

x x x

  


               1 1 1 1 15 5 5 55 5 

 . درست است1ي  بنابراين گزينه
 
 

xfاختلاف حدهاي راست و چپ تابع  ):  14 ( تست (x) [ x x] [ ]    2 2 52 x در 3    كدام است؟2

 1 4 (2) 3 1) 2 صفر ) 1

]x ابتدا حدهاي چپ و راست :حل ] 2 5
 :كنيم  را پيدا مي3

x

x xx x x x lim [ ] [( ) ]


 



                      
2

2 5 2 52 2 2 4 2 5 9 3 3 43 3 

x

x xx x x x lim [ ] [( ) ]


 



                      
2

2 5 2 52 2 2 4 2 5 9 3 3 33 3 

]حال حدهاي چپ و راست  x x] 2 yتابع توجه به نمودار  را با 2 x x  2  :كنيم  پيدا مي2
x وقتي ،با توجه به نمودار   شود، تر از آن نزديك مي  به صفر از سمت مقادير كوچكy، مقدار 2

yيعني   . 
 

: بنابراين
x
lim [ x x] [ ]






    2

2
2 1. 

 :همين ترتيب داريم به
x
lim [ x x] [ ]






   2

2
2  . آوريم دست مي با تركيب نتايج بالا به: 

x x
lim f (x) ( ) , lim f (x) ( ) ــد  اختلاف دو ح

  
          

2 2
1 4 3 3 3  

 . درست است1ي  بنابراين گزينه

y

x
2

y x x  2 2
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  » حد و پيوستگي«فصل سوم 

حاصل  ):  5 ( ي مسأله
x
lim[ ]x

1


، 
x
lim x[ ]x

1


 و 
x
lim x [ ]x

2 1


 . را بيابيد

 حد   :حل
x
lim[ ]x

1


na ي عمومي    با جمله  يا ست دنباله كافي ا .  وجود ندارد   n nnداريـم   .  را در نظر بگيريد    1
lim a


      و چـون ،nf (a ) n 

fكه ( (x) [ ]x n{fي  گيريم دنباله ، نتيجه مي)1 (a  .حد مورد نظر وجود نداردپس . ي واگرا است  يك دنباله{(

: توانيم نشان بدهيم    ي فشردگي مي    با استفاده از قضيه   
x
lim x[ ]x

1 1


] : داريم R هر    براي دانيم  مي.  ]     1   ـ   ه ازاي ، بنـابراين ب

x  داريم : 
x[ ] x ( ) x[ ] x x[ ]x x x x x x
          1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 

چون  
x x
lim lim x

  
  1 1 1

 
: گيريم  ي فشردگي نتيجه مي     طبق قضيه    ،

x
lim x[ ]x

1 1


xهمين ترتيـب بـراي        به.    توانيـد ثابـت     مـي

: كنيد
x
lim x[ ]x

1 1


:  و نتيجه بگيريد
x
lim x[ ]x

1 1


. 

 : ت آوردن حد آخر نيز دقت كنيد كه   دس براي به
x x x
lim x [ ] lim x lim x[ ]x x  

    2 1 1 1
  

  

nتوانيد نشان بدهيد  همين ترتيب مي به
x
lim x [ ]x

1


)  برايn N ،n  2.( 

حاصل  ):  15 ( تست
x
lim [x[ ]]x

1


  كدام است؟

 .وجود ندارد) 1 4) 3 1) 2 صفر ) 1

xي قبل ديديد كه براي        حل مسأله    در راه  :حل   داريم  :x x[ ]x  11 xپس وقتـي    . 1    داريـم ، :x[ ]x 1 تـوانيم    ، ولـي نمـي    1

]xيم  بگوي ]x
1 ]xكه  حتي با آن (1 ]x 1 na ي عمـومي  دنبالـه بـا جملـه   در واقع اگر دو ). 1 n nb و 1 n /


1
0  را در نظـر بگيريـد،   5

nf: داريم (a )  nf، ولي 1 (b )  fكه  (1 (x) x[ ]x nn پس ).1
lim [f (a )]


 nn، ولي 1
lim [f (b )] [ ]


 1 . 

 .درست است) 4(ي  بنابراين گزينه
 

 )عامل صفر كننده در حد( :  نكته
xي   در نقطه  fفرض كنيد تابع   n) كهn Z (  در اين صورت تابع   . داراي حد باشدy f (x)[x]  ي   در نقطهx n   تنهـا 

 .صفر داشته باشد در اين نقطه حدي برابر fيعني.  در اين نقطه در نقش عامل صفر كننده ظاهر شودfدر صورتي حد دارد كه
 

 اگر :اثبات
x n
lim f (x) L


گاه داريم  ، آن: 
x n x n x n
lim y lim f (x) lim [x] L [n ] Ln

  



  
     

x n x n x n
lim y lim f (x) lim [x] L [n ] L(n )

  



  
      1 

Lدو حد فوق تنها در صورتي باهم برابرند كه   . 
yتابع   :مثال (x )[x]  x در   2  xزيرا  ( حدي برابر صفر دارد      2  ، ولي در نقاط ديگر با طـول        )شود   در نقش عامل صفر كننده ظاهر مي       2

 .صحيح حد ندارد

fتابع  ):  16 ( تست (x) (x x )[x]  3 3 aي   در چند نقطه2 Zداراي حد است؟  
 شمار بي) 4 3) 3 2) 2 1) 1

x تابع در نقاطي با طول صحيح داراي حد است كه            :حل x 3 3 واضح است كه   . دست آوريم   هاي آن را به     پس بايد ريشه  .  داراي حد صفر باشد    2
x  xها است، با تقسيم عبارت بر   يكي از ريشه1   :توانيم آن را تجزيه كنيم  مي1

x x (x )(x x ) (x )(x )(x ) (x ) (x )            3 2 23 2 1 2 1 2 1 1 2 
xي  پس در دو نقطه  x و 1  2،  عبارت x x 3 3  . درست است2ي  بنابراين گزينه. شود  در نقش عامل صفر كننده ظاهر مي2
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ي حد توابعقضایاي حد و محاسبه:4-2

 ـ. ردک ـن یـی ر تعیا نوشتن جدول مقادینمودار آن يتوان از رویتابع را میکه چگونه حد کم  یدیم و د  یدر بخش گذشته با مفهوم حد آشنا شد        در یول
ا رسم نمودار آن؟یم ینکر تابع استفاده ید از جدول مقادیا باز هم بایم؟ آینکیتر چگونه عمل مدهیچیتوابع پ

 ـتـوان بـه صـورت دق   یا را مین قضایتمام ا. نندکیم کمکتر به ما    دهیچیحد توابع پ   يه در محاسبه  کهستند   يحد ابزار  يهاهیقض ق بـا اسـتفاده از   ی
.مینکینظر مها صرفجا از اثبات آننیه البته در اکرد، کحد اثبات یاضیف ریتعر

:دینکق یها تحقبا استفاده از رسم نمودار آنیها را به راحتآنید درستیتوانیه مکهستند ییهاهیر قضیزيهیدو قض

fاگر : قضیه (x) c)cگاه حد تابع ، آن)استیقیثابت و حقيعددf (x) در تمام نقاط برابر همان مقدار ثابتcاست.

: هکرو واضح است با توجه به نمودار روبه
x x
lim f (x) c





fتابع يبرا: قضیه (x) x حد تابع ،f (x)در تمام نقاط برابر مقدار تابع است .

: هکرو واضح است از نمودار روبه
x x
lim f (x) x







:دینکها استفاده آنيحساب روید از اعمال اصلیتوانیحدود توابع، ميه در محاسبهکدهد ینشان مبعديهیقض

م یباشداشتهgو fدو تابع ياگر برا: قضیه
x a
lim f (x) L1


 و
x a
lim g(x) L2


،گاهآن:

) الف
x a
lim (f (x) g(x)) L L1 2


  ب (
x a
lim (f (x) g(x)) L L1 2


  

) پ
x a
lim (f (x)g(x)) L L1 2


ت (
x a

Lf (x)
lim ( )

g(x) L
1
2

)د ین قسمت بایدر اL2  (

اگر ): 1(يمسأله
x a
lim f (x) 3


 ،
x a
lim g(x)


  و
x a
lim h(x) 8


،دینکر را حساب یزياز حدهایکهر گاه حاصلآن:

) الف
x a
lim (f (x) g(x))


ب (
x a

f (x)
lim

h(x) g(x)
2

 
) پ

x a

f (x) g(x)
lim( )

h(x) f (x)


:میدارقبليهیطبق قض:حل

x a
lim (f (x) g(x)) 3 3


     )الف

x a

f (x) ( )
lim

h(x) g(x)
2 2 3 3

8 4

   
  

ب(

x a

f (x) g(x)
lim( )

h(x) f (x)
3 3

8 3 8

    

)پ

 xy 

y

x
x

xxf )(

c

y

x
x

cxf )(

حد و پیوستگی توابع
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» حد و پیوستگی توابع   «فصل چهارم 

xيدر نقطهfاگر تابع ): 1(تست 1 حد داشته باشد و
x

f (x)
lim

f (x)1
2 1 11

 


گاه ، آن
x
lim f (x)

1
دام است؟ک

1 (32 (23 (24 (3
م ینکیفرض م:حل

x
lim f (x) L

1
میحد داريهاهیگاه طبق قض، آن:

.درست است) 3(ي بنابراین گزینه
x

f (x) L Llim L L L
f (x) L L1
2 1 2 1 2 1 1 2 1 1 21 1 1

          
  

:ز گرفتینيگریج دیتوان نتایمقبليهیبا استفاده از قض
g(x)ر اگ):1(يجهینت c میدار) پ(ت قسمت ید، طبق خاصینکتابع ثابت فرض یکرا:

x a
lim cf (x) cL




.مینکعدد ثابت ضرب یکتابع را در یکم حد یتوانیمیعنی
fاگر ):2(يجهینت (x) g(x)میآوریمدستبه) پ(ت قسمت یباشد، باز از خاص:

x a
lim (f (x)) L2 2




:دینکر را ثابت یزيجهید نتیتوانیمnيبا استقراء رو
n n

x a
lim f (x) L




یعنی. م برقرار استه) تابعnيقت فرجهیا در حقی(يسرکيهاتوانيبرا) 2(يجهیمشابه نت):3(يجهینت
nn

x a
lim f (x) L




Lد شرط یزوج باشد، بايعددnن قسمت اگر یه در اکالبته واضح است     ـتوانیجه را م ـین نتیا. ز برقرار باشدین  ) 2(يجـه ید بـا اسـتفاده از نت  ی
ng(x)اگر : ییراهنما. (دینکاثبات  f (x)،م یدانیمگاهآنng (x) f (x) .تابع يبرا) 2(يجهینتدانیممیهمچنینgبرقرار است.(
fم یقرار ده ) 2(يجهیاگر در نت):4(يجهینت (x) xه کنی، با توجه به ا

x a
lim f (x) a


میریگیجه مینت:n n

x a
lim x a




nاز مجموع جملاتی چون P(x)مانند ياجملهه هر چندکنیو انتیجه ن یبا توجه به ا
na xتشکیل شده، داریم :

x a
lim P(x) P(a)




xی، وقتياندجملهچیکحد يمحاسبهيبرایعنی a ،ياست به جایافکxمقدار ياجملهدر عبارت چندaمیرا قرار ده.
P(x)ي قبل، براي توابع گویا مانند ي تقسیم حدها و نتیجهقضیهبا توجه به ):5(يجهینت

h(x)
Q(x)

داریم :

x a

P(a)
lim h(x) h(a) , Q(a)

Q(a)
   

.دیابیر را بیزيرو حدهال روبهکدر شfبا توجه به نمودار تابع ): 2(يمسأله
) الف

x
lim x f (x)3

2
) ب

x
lim f (x)

1
3




) پ
x

f (x)
lim

f (x)

با توجه به شکل )الف:حل
x
lim f (x)

2
2


بنابراین ، :

x x x
lim x f (x) lim x lim f (x)3 3

2 2 2
8 2 16

  
    

: داریم)ب
x x
lim f (x) lim f (x)

1 1
3 3 3 1 2

 
     

fه  کن  یبا توجه به ا   ) پ ( )     ـ. مینکم استفاده   یتوانیحد نم  يای، پس از قضا  fه مقـدار تـابع      ک ـد  ی ـنکدقـت    یول (x)
h(x)

f (x)
   یگیادر همـس

: میدارین تابعیچنيه براکواضح است . ف نشده استیصفر تعرياست و تنها در نقطه1صفر برابر محذوف 
x
lim h(x) 1





2
1

1 2 31

1 x

y 
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xيبا ضابطه  یدر تابع ): 2(تست ax x
f (x)

x x

2 2
3 2

   
  

، حاصـل    aدام مقـدار    کيبه ازا  
x x
lim f (x) lim f (x)

2 2  
  برابـر

f ( است؟1(
1 (3

22 (1
23 (1

24 (3
2

:میدار) 4(يجهیپس طبق نت. هستندياچندجملههر دو ضابطه:حل

x x
f ( )

x x

lim f (x) lim (x ax) a a
a a

lim f (x) lim ( x )

2 2
2فــرض ســؤال 2

1 2
2 2

2 2 4 2
34 2 1 2 23 2 3 1

 

 

 


 

      
      

       


. درست است) 1(ي این گزینهبنابر

xتابع وضعیت حد ): 3(تست sgn( x)
f (x)

x
1

2





xي نقطهدر  1 ؟کدام است
.حد چپ و راست نابرابر دارد) 4.فقط حد چپ دارد) 3.فقط حد راست دارد) 2.حد دارد) 1

: یابیمحدهاي چپ و راست را جداگانه می:حل

x ( ) x ( )

xx ( ) x x sgn(x ) lim f (x) lim
x1 1

1 1 1 1 1 12 



   
              




x ( ) x ( )

xx ( ) x x sgn(x ) lim f (x) lim
x1 1

1 1 1 1 1 12 



   

              




. درست است) 4(ي بنابراین گزینه

.دیآوردستبهشده را در صورت وجود در هر قسمت مقدار حد خواسته): 3(يمسأله
) الف

x
lim x x3 24





) ب
x
lim x | x |





) پ
x
lim( x x )2 2

1
1 4


  

: دیریگیجه مید، نتینکحد استفاده يایاً از قضاد فوریاهاگر بخو)الف:حل
x
lim x x3 2 3 24 4


    


   .جه درست است؟ین نتیا ایآ
xيدر نقطهیه تابعکآن يبرادانیم  می! خیر aه بتوان بـه آن نقطـه از هـر دو    کف شده باشد ینقطه تعریگیهمسایک د در یحد داشته باشد، با

:میدانیجا منیدر ا. شدیکزدطرف ن
ff (x) x x x (x ) D [ , ) { }1

3 2 2
1 4 4 4        

پس . ف نشده استیصفر تعردر همسایگی یف شده است، ولیصفر تعريدر نقطهf1ه تابع کنید با آن یبیه مکطور همان
x
lim f (x)1


.وجود ندارد
:میآوریمدستهبف قدرمطلق یتوجه به تعربا )ب

x x

x

x x

lim f (x) lim x
x x

f (x) x | x | lim f (x)
x lim f (x) lim

2
2 2

2

22  

 

 


 

          
   



 



 





   

:مینکیدا مین علامت عبارت پییتابع را با تعيابتدا دامنه)پ
ff (x) x x x , x D [ , ] [ , ]3

2 2 2 2
3 1 4 1 4 2 1 1 2              

xراست   یگیچون تابع در همسا    1 چپ آن مقدار ندارد، پس یگیف شده و در همسا  یتعر
x
lim f (x)3

1
جـه  یو در نت

x
lim f (x)31

. وجـود نـدارد  
: میالبته دار

x
lim f (x)3

1
1 1 4 1 3


    

xشرط اول وجود حد تابع در       : نکته a         تعریف شده بودن تابع در یک همسایگی ،x a یـک حـد    يهمواره در محاسـبه   . است
.ن دامنه استییار تعکن یاهاي یکی از روش. شده باشدفیموردنظر تعرينقطهیگیه تابع در همساکد یتابع، مطمئن شو



https://konkur.info



» حد و پیوستگی توابع   «فصل چهارم 

یفشردگيهیقض
اسـت   يگـر ید د یمف يهیقض!) ز معروف است  ین» چیساندو يهیقض«ه به   ک(یفشردگ يهیقض

 ـا كدر يبـرا . ده است از توابع قابل استفا    ياریحد بس  يه در محاسبه  ک ل که، بـه ش ـ   ین قـض  ی
نمـودار هک ـيم، طـور یارا در نظر گرفتهhو f ،gل سه تابع کن شیدر ا. دینکنگاه رو روبه

gن یبhوfمیداشته باشیعنی. (باشد :f (x) g(x) h(x) (

اگر  
x a x a
lim f (x) lim h(x) L
 

 )يشدن بـه نقطـه  یکل با نزدکمانند ش یعنیx a  دو تـابع ،f وhـن  تـر  یـک گر نزدیدیک ـمرتبـاً بـه   ز ی
:گردد، پسیمhو fشود و حد آن برابر حد دو تابع یها قرار دارد، فشرده من آنیه بکز ینg، خود به خود تابع )شوندیم

x a
lim g(x) L




xکه در همـسایگی محـذوف        hو   f  ،gسه تابع   اگر براي   : قضیه a    انـد، داشـته باشـیم       تعریـف شـدهf (x) g(x) h(x)   و

x a x a
lim f (x) lim h(x) L
 

 گاه ، آن
x a
lim g(x) L


.

شرط  ):1(تذکّرf (x) g(x) h(x)   تمام   يست برا یلازم نx Rتمام   یا حت یxاسـت در    یافک ـتوابع برقرار باشد، تنها      يدامنه يها
xمحذوف یگیهمسایک aيرا مفهوم حد به رفتار تابع در اطراف نقطهیز. برقرار باشدaنقاطيه رفتار تابع در همهمربوط است، نه ب .
یعنید باشد، کیاتواند میها ينامساویفشردگيهیدر شرط قض):2(تذکّرf (x) g(x) h(x) .
 توانید استفاده کنیدي حدود یک طرفه نیز میاز این قضیه درباره):3(تذکّر .

fتابع  ): 4(يمسأله (x) يروR ـ    یتعر   ـیف شده است و م xهـر    يم بـرا  یدان [ , ]2  ـدار  x: می f (x) x33 2   .  مقـدار

x
lim f (x)

1
.دیابیرا ب

م یاندیم:حل
x
lim(x )3

1
2 3


  و

x
lim x

1
3 3


 .میداریفشردگيهیپس طبق قض:

x
lim f (x)

1
3


.

:دینکثابت ): 5(يمسأله
x
lim x[ ]

x
1 1






yرد، چون تابع کحد استفاده ییابتدايهاهیتوان از قضین حد نم  یا يمحاسبه يبرا :حل [ ]
x
1 درx     يهیم از قـض یه بخـواه ک ـحـد نـدارد

.استفاده کنیمیفشردگيهیاز قضتوانیم اما می. مینکبع استفاده ضرب حد دو تاحاصل
aهر ي، برامیدانیمجزءصحیحاز خواص مربوط به تابع  R :a [a] a1   .پس :[ ]

x x x
1 1 11   .میدارحال:

x : x x( ) x[ ] x x x[ ]
x x x x
1 1 1 11 1 1           )الف

fتابع  (x)يراست نقطهیگیدر همساx  ن دو تابع یبg(x) 1 وh(x) x1 میدانیقرار دارد و م:

x x x
( lim g (x) , lim h (x) ) lim f (x)

فشــــردگی
    

   1 11 1 1
  

x : x x( ) x[ ] x x x[ ]
x x x x
1 1 1 11 1 1           )ب

fباز هم تابع  (x)ن دو تابع یبg وhمیریگیجه مینت) الف(مانند قسمت یقرار دارد و با روش:
x
lim f (x) 1






: میآوریمدستبه) ب(و ) الف(ج قسمت ینتايسهیبا مقا
x
lim f (x) 1





a

y h
g

f

x
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:دینکثابت ): 6(يمسأله
x
lim x sin( )

x
2



 




اگر   :حل
x
lim sin( )

x




ضـرب حـدها،     يبا استفاده از قاعده    یم به راحت  یتوانستیوجود داشت، م   
امـا  . م، حد فوق وجـود نـدارد   یادهید پیشه در بخش    کطور  همان یول. مینکحد مورد نظر را حساب      

xبراي . آورددستبهتوان حد تابع رایمیفشردگيهیبا استفاده از قض  میدانیم:
sin( ) x x sin( ) x

x x
2 2 21 1       

fپس اگر    (x) x2  ،h(x) x2    وg(x) x sin( )
x

2 ، یگیدر همـسا   گـاه آن
xمحذوف   م داشتیخواه:

x x
lim f (x) lim h(x)

x
h(x) g(x) f (x) lim g(x) 

 


    






fن دو تابع یه بکد ینیبیل نمودار تابع را مکدر ش (x) x2 وh(x) x2 قرار گرفته است.

داررانکتوابع يدربارهیفشردگيهیاز قضياجهینت
g(x)تابع این مسأله در. کنیمرا دوباره بررسی می) 6(ي  مسأله x sin( )

x
2    یکـی ل شـده اسـت،   کیاز ضـرب دو تـابع تـشf (x) x2

1 م ی ـآن داريه بـرا ک ـ

x
lim f (x)1





  يگریو دf (x) sin( )
x2
ينقطه یگیم در همسا  یدانیه م کx  )  ل  کو البته درR (دار بـودن    رانک ـمنظور از   . دار است رانکf2 ـا  ن ی

)sinن جا مثلاً یدر ا(رد یگیثابت قرار میقین دو عدد حقیبیگیهمواره در آن همساf2ه مقدار تابع کاست  )
x

1 1   ل آن ا معادی| sin( ) |
x

1 .(
: توانیم بگوییمي زیر را میدر حالت کلی براي چنین توابعی نکته

xينقطهیگیدر همساfاگر تابع : نکته aدار باشد، و حد تابع رانکgيدر نقطهx aمیگاه داربرابر صفر باشد، آن :

x a
lim f (x)g(x)


 

داررانکصفر صفر : گریان دیبه ب

fاگر ): 4(تست (x)ه کباشد یتابع
x
lim f (x) 1


 


yابع حد تمقدار گاه ، آن (f (x) )sin
x21  یوقتx  دام است؟ک

) 24) 13) 2صفر) 1

چون  :حل
x
lim(f (x) )1 1 1


    


       يدر نقطه  یکیهکل شده است    کی، تابع موردنظر از ضرب دو تابع تشx   برابـر صـفر دارد و    يحد
: ي قبل داریمطبق نکته. دار استرانکصفر ينقطهیگیدر همسايگرید

x
lim y





 .
. درست است) 1(ي بنابراین گزینه

xاگر براي هر . ستیحد نيداراياچ نقطهیه در هکRياست با دامنهیقیحق یتابع f): 5(تست R داشته باشـیم :| f (x) | 2 ،
yتابع گاه آن (x )f (x)2 1 حد است؟يقاً در چند نقطه دارایدق
1 (12 (23 (34 (4

fهموارهرا  یز(دار است   رانکRدر   fچون تابع   :حل (x)2 2  (    ه حد   کیدر نقاط ي قبل،   نکته، پس طبق(x )2 1   شـود،  یبرابر صفر م ـ
x)حد  )f (x)2 1ينقطه2در یعنیشود، یز برابر صفر مینx 1 وx 1 .

fگر تابع یدر نقاط د (x) حد ندارد، و(x )2 1ضرب آن دو حد نداردحاصلپس دارد، ر صفریغيز حدین.
. درست است) 2(ي بنابراین گزینه


y

x
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» حد و پیوستگی توابع   «فصل چهارم 

 ـنکر اثبـات  ی ـزيوهیحـل تـست را بـه ش ـ   شـده در راه اشـاره يجـه ید نت یتوانیم:تـذکّر   ـنکاز برهـان خلـف اسـتفاده    : دی د تـابع  ی ـنکفـرض  .دی
g(x) (x )f (x)2 1   ر از نقـاط     ی ـغ يادر نقطهx 1    ـی،حـد داشـته باشـد  aيبـرا یعن 1   داشـته باشـیم :

x a
lim g(x) L1


 .  چـون

a2 1  میم حد توابع داریتقسيهی، طبق قض :
x a x a

Lg(x)
lim L lim f (x) L

x a
1

2 22 21 1 
   

 
.در تناقض استRاز يانقطهچ یدر هfه با فرض حد نداشتنک

fتابع  ): 7(يمسأله (x)  هر   يه برا کف شده است    یتعر يابه گونهx يمتعلق به دامنهfمیدار :x| f (x) |
x

2
2

12
1
 


حاصـل  . 

x
lim f (x)

1
.دیابیرا ب

بـا  . ایـم نکـرده یتابع تـوجه يرا به دامنهی، زآوریممیدستبه2، به اشتباه حد موردنظر را برابر        کنیماستفاده   یفشردگ يهیاگر بلافاصله از قض    :حل
|که همواره توجه به فرض و این f (x) |2  میریگیجه می، نت:

f
x x x x D ( , )
x

2 2 2
2

1 1 1 1 1 1 1
1
             


 

xيراست نقطهیگیپس همسا 1يدر دامنهf،ن یبنابراقرار ندارد
x
lim f (x)

1
.ستیموجود ن

يچپ نقطهیگیم همسایاگر بدان:تذکّرx 1يدر دامنهfمیآوردستبهیفشردگيهیم با استفاده از قضیتوانیقرار دارد، حد چپ آن را م:

x x

x x

x x x| f (x) | f (x)
x x x lim (f (x) ) lim f (x)

x xlim lim
x x

2 2 2
2 2 2

2 2 1 1
2 21 1

1 1 12 2
1 1 1 2 2

1 1
1 1

  

 

               
   

  





ي وجود و عدم وجود حدهاي دیگر دربارهقضیه

fابع  وت): 8(يمسأله (x)   وg(x)  یگیدر همسا يابه گونهx a ه  کاند  ف شده یتعرf   درx a     حد دارد وg   درx a حد
:دینکا عدم وجود حد در تابع بحث یوجود يدر هر حالت درباره. ندارد

h)الف (x) f (x) g(x)1  ب (h (x) f (x)g(x)2 پ (f (x)
h (x)

g(x)3 

g(x)) ت
h (x)

f (x)4 ث (h (x) fog(x)5 ج (h (x) gof (x)6 

: دینکفرض  . براي اثبات از برهان خلف استفاده کنید      . ن تابع قطعاً حد ندارد    یا )الف:حل
x a
lim h (x) L1


 .      با توجه بـه فـرض مثـال :
x a
lim f (x) L


 .
: حديهاهیپس طبق قض

x a
lim h (x) f (x) L L1


   ،یعنی
x a
lim g(x) L L


 ه مخالف فرض حد نداشتن کgاست.
xدر h2تابع )ب aا نداشته باشدیتواند حد داشته باشد، یم.

fتابع مثلاً  (x) 1 درx   حد دارد وg(x) [x] درx   حد ندارد، تابعh (x) [x]2 ز در ینx  حد نخواهد داشت .

fد ینکگر فرض یدیمثالبراي  (x) xه در کx   حد دارد، وx
g(x)

x

1
1


  




xه در ک  میداریول. حد ندارد:

x x
h (x) f (x)g(x) | x |

x x2


   





xيه واضح است در نقطهک  برابر صفر دارديحد.
.دینکد استفاده یتوانیهم مقسمت ن یدر ا) ب(قسمت يهااز همان مثال. ا وجود نداشته باشدیتواند وجود داشته باشد ین حد هم میا)پ
xدر   h4د تابع ینکفرض  . ن تابع قطعاً حد ندارد    یا )ت a      حد داشته باشد و

x a
lim h (x) L4


 . با فرض
x a
lim f (x) L


  حـد  يای، طبق قضا :

x a
lim h (x)f (x) LL4


 ،یعنی :
x a
lim g(x) LL


 ،ه مخالف فرض حد نداشتن کg درx aاست.
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:مثالبراي . ا وجود نداشته باشدیتواند موجود باشد ین حد میا)ث
fاگر -1 (x) 1 وg(x) [x]،م یدارگاهآنfog(x) 1نقاط حد دارديه در همهک.
fاگر -2 (x) x وg(x) [x]،م یدارگاهآنfog(x) [x]ه در کx  حد ندارد.
. هاي قسمت قبل استفاده کنیدتوانیم از همان مثالمثال میبراي . دارد) ث(مانند قسمت یطین حد هم شرایا)ج

fاگر  : نکته (x)   درx a      حد داشته باشد وg(x)   درx a    گاه قطعـاً توابـع      حد نداشته باشد، آنf g وg
f

xدر  a  حـد
.د داشتننخواه

د ینکفرض :پرسش
x a
lim g(x) a1


 و
x a
lim f (x) a

1
2


 .ه کجه گرفت یتوان نتیا همواره میآ

x a
lim fog(x) a2


؟

g(x)توابع مثلاً! استیپاسخ سؤال منف   :پاسخ 5 وx x
f (x)

x

3 5
4 5
 

  
 ـیم ـ. دیریرا در نظر بگ م یدان

x
lim g(x)

3
5


 و

x
lim f (x)

5
2


.

اما 
x
lim fog(x)

3
2


 .میدر واقع دار:fog(x) f (g(x)) f ( )5 4   ،یعنیfogجه یدر نتثابت است، یز تابعین

x
lim fog(x)

3
4


.

پرسـش  ایـن  خـاص پاسـخ   یطیالبته در شرا . ردکت اظهارنظر   یتوان با قطع  یب حد دو تابع نم    کیتر يه درباره کدید  کرمشاهده   این پرسش در  
:ان شده استیر بیزيهیط در قضین شرایه اکمثبت است، 

ب توابعکیحد تر: قضیه
د  ینکفرض  

x a
lim g(x) a1


   و
x a
lim g(x) a

1
2


 . صورت  در این

x a
lim fog(x) a2


،    يهااز شرط  یکیحداقل   ،اگر و تنها اگر

:ر برقرار باشدیز
1-f (a ) a1 2)ن حالت به یه در اکد ید دینده خواهیدر آfندیگویوسته میپیتابع(.
xينقطهمحذوف یگیهمسایکلااقل -2 a ه کموجود باشدg(x)مخالف يهمواره در آن مقدارa1داشته باشد.

ه شـرط دوم  کد ینکر کن فیه هنگام حل مسائل به اکآنيبهتر است به جا!ندارديادیزيدهیدر عمل فا) به جز شرط اول آن(ه  ین قض یا:تذکّر
.ل بحث استیمکتيجا تنها برانیر آن در اکذ! دینکرا حساب fog، ریا خیبرقرار است 

f): 9(يمسأله (x)م یدانیفرد است و میتابع
x
lim f (x) L1




و 
x
lim f (x) L2




L:دینکثابت .  L1 2  

طبق فرض :حل
x
lim f (x) L1




xم یاگر قرار دهحال .  t ی، وقتx  م یدارt x     .پس:
f

x t t t
lim f (x) lim f ( t) lim ( f (t)) lim f (t) L L L L L2 1 2 1 2      

             
   



یحد در توابع مثلثاتيمحاسبه
 ـبـا اسـتفاده از تعر  ي توابع مثلثاتی نیز درباره. ردکتوان محاسبه  یسرها را م  کها و   الیکها، راد ياشامل چندجمله  يهاه چگونه حد عبارت   کدیدیم   ف ی

:ر برقرار استیه روابط زکرد کتوان ثابت یحد، میاضیر
x a
lim cos x cosa


)2
x a
lim sin x sin a


)1
sinحـد    يحاسبهم يبرا یعنی x   وcos x

حـد   ي، ماننـد محاسـبه    aدلخواه   يدر نقطه 
اسـت مقـدار تـابع را در         یافک ـها  ياچندجمله

به نمودار توابع دقـت    . مینکحساب   aينقطه
.دینکدا ین دو رابطه پیاز اکید و درینک



a

sin a
sin x

x

y
cos x

x

y

cos a

a
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» حد و پیوستگی توابع   «فصل چهارم 

fمثلثاتیي توابع   درباره:نتیجه (x) sin x  ،f (x) cos x  ،f (x) tan x   وf (x) cot x داریم :
x a
lim f (x) f (a)


 . تنها

. ي تابع باشددر دامنهaباید به این دقت کنید که 

fدقت کنید که مثلاً براي  (x) tan x ،میحد داريهاهیطبق قض:

x a x a

sin x sin alim tan x lim tan a
cos x cosa 

  

.دیابیر را بیزياز حدهایکحاصل هر ): 10(يمسأله

) الف
x
lim (sin x cos x)4 4


ب (
x
lim sin x


) پ
x

sin( )
xlim

sin( )
x

1
1

) ت
x
lim sin( )

x
1



: ها داریمبا استفاده از قضیه)الف:حل

x
lim (sin x cos x) sin cos ( )4 4 4 4 41 1


         

xبراي . ها استفاده کنیمتوانیم مستقیماً از قضیه   نمی)ب    داریمsin x   يدر بازه، پس تابع( , ) ـی. ف نشده استیتعر  در یعن
xچپ یگیهمسا  صفر وجود ندارديجه حد تابع در نقطهیدر نتنشده است،فیتعر.

xدانیم براي اعدادي چون می)پ
n



nکه (1 Z (داریم :sin

x
1 

fپس تابع    (x)   مانند  براي مقادیري, , ,..., ,...1 1 1 1
2 3 2000   

یم، بـاز هـم نقـاط      یشـو  یکه به صفر نزد   کهر چقدر    یعنی. ف نشده است  یتعر 
.صفر وجود ندارديدر نقطهfم و حد تابع ینکیکرا به صفر نزدxم یتوانیپس نم. ف نشده استیتعرfها ه در آنکوجود دارند 

fDبار  نیا )ت R { }   باز هم یول. میرا ندار) پ(ل قسمت کو مش
x
lim f (x)


یکـی در نزد+ 1و -1ان ین تابع مرتباً میدر واقع ا! وجود ندارد
x  ند و مقدار کینوسان مf (x)ه یشبیه تابعکد ینکبخش قبل مراجعه يآخرین مسألهتر به شیح بیتوضيبرا. شودینمیکنزدیبه عدد ثابت

.میاردهکین تابع را بررسیا
.صفر حد دارد و مقدار حد با مقدار تابع در آن نقطه برابر استير از نقطهیغRنقاط ين تابع در همهیه اکواضح است :ادداشتی

.دیابیر را در صورت وجود بیزياز حدهایکهر حاصل ): 11(يمسأله
) الف

x
lim (cos( [x]))sin x

1385
 ب (

x
lim ( cos x)[x]2

2007
1


 

: آوریمدست میحدهاي راست و چپ را جداگانه به)الف:حل

x

x

x

x :[x] lim f (x) cos( )sin( )
lim f (x)

x :[x] lim f (x) cos( )sin( )

1385
1385

1385

1385 1385 1385 1385 1

1385 1384 1384 1385 1







 



         
 

         


 


 

nهر يه براکد ینکد ثابت یتوانیمشابه میبا روش Zمیدار :
x n
lim f (x)


 

: آوریمدست میحدهاي راست و چپ را جداگانه به)ب

x
lim f (x) ( cos( )) ( ( ))2 2 2

2007
1 2007 2007 1 1 2007 2 2007


         

x
lim f (x) ( cos( ))( ) ( ( ))2 2 2

2007
1 2007 2006 1 1 2006 2 2006


        

nيه بـرا  کد  ینکد ثابت   یتوانیم یلکمشابه در حالت     یبا روش . ز وجود ندارد  ین یستند، حد اصل  ین يمساو چون دو حد بالا با هم      k2  ،(k Z) ،
xيتابع در نقطه nيحد دارد و براn k2 1 ن حد وجود نداردیا.
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حاصل ): 6(تست
x

| sin x | [x]
lim

x| x | [ ]4 2 4





دام است؟ک

1 (1
42 (23 (14 (1

2
xیوقت:حل   ،یعنیx  یگیو در همساx  مین حالت داریدر ا. میهست:

x x| sin x | sin x , [x] , | x | x , [ ]1 14 4
         

. درست است) 4(ي بنابراین گزینه
x x

sin x sin xlim f (x) lim
x

1 1 1 1
4 2 4 2 2 2  

        
       

.خواهید دیددر بحث رفع ابهام آن را یاربرد اصلکه کان است یز قابل بینيگریار مهم دیبسيهیقضیحد توابع مثلثاتيبرا

:ر برقرارندیج زینتایفشردگيهیاستفاده از قضبا : قضیه
1 (

x x

sin xxlim lim
sin x x

1
 

 
 

2 (
x x

tan xxlim lim
tan x x

1
 

 
 

BC: دانـیم چـه از ایـن دایـره مـی       طبـق آن  . را درنظر بگیرید   xي  ي حاده ي مثلثاتی و زاویه   دایره :اثبات tan x ،
AH sin x   وOH cos x .     با توجه بـهOA OC  OACS: داریـم  1 AH 1

OBCSو   2 BC 1
2 ،

OACS: بنابراین sin x 1
OBCSو   2 tan x 1

بر x(است x12برابر OACدانیم مساحت قطاع می همچنین. 2
: گیریمبه این ترتیب نتیجه می). حسب رادیان

sin x xsin x x tan x
sin x cos x

    21 1 1 112 2 2
xfبه این ترتیب تابع      (x)

sin x
  دو تابع   بینg(x)  h(x)و   1

cos x
 چون . قرار گرفته است  1

x x
lim g(x) lim h(x)

  
  1

 
، پس 

ي فشردگی طبق قضیه
x
lim f (x)


 1


.

xfدانیم تابع   می (x)
sin x

      بنابراین   )چرا؟(یک تابع زوج است ،f ( x) f (x)        ي ، در نتیجـه حـد راسـت و چـپ آن در نقطـهx    برابـر
پس . شودمی

x
lim f (x)


 1


 .

ي براي اثبات رابطه
x

tan xlim
x

 1


tan: توانید بنویسیدمی x
x f (x) cos x

 1 : ، بنابراین1

x x x

tan xlim lim lim
x f (x) cos x  

    1 1 1 1 1
  

sinبه نمودار تابع  xy
x

بینید که می. نیز دقت کنید
x
lim y


 1


.

yرو نیـز نمـودار سـه تـابع          روبـه  در شکل  sin x ،y x وy tan x  را در یـک
مـشخص  تر هاي ابتداي اثبات در این نمودار واضحبینید که نامساويمی. ایمدستگاه رسم کرده 

xبراي  . اندشده   2 داریم :sin x x tan x     و برايx  2  داریـم :
tan x x sin x 

H

B

C

A

O



y

 2 x

1

3 4

y

x
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» حد و پیوستگی توابع   «فصل چهارم 

جزءصحیحشامل يهاحد در عبارتيمحاسبه
خـواهیم حـالاتی   جـا مـی  ایـن . حد را تعیین کنیم توانیم با استفاده از رسم نمودار مقدار      می جزءصحیحدر بخش قبل دیدیم که چگونه در توابع شامل          

. تر را بررسی کنیمپیچیده
توانیم به جـاي عبـارت شـامل    باید در نظر داشته باشیم، مواردي است که میجزءصحیحاولین چیزي که در حل مسائل مربوط به حد در توابع شامل  

خـواهیم   مثلاً فرض کنیـد مـی     . یک عدد ثابت قرار دهیم     جزءصحیح
x
lim ([ x ]x )


 2
1
2

5 3 xدانـیم وقتـی     مـی . را پیـدا کنـیم     3  1
داریـم   2

x    15 3 1، پس وقتی که به عدد       2
xخیلی نزدیک بشویم، مقدار عبارت       2 5 تقریباً   3 ا اعداد نزدیک به آن اسـت، پـس بـه جـاي      ی 12

[ x ]5 : دست آوریمبه این ترتیب باید حد زیر را به. 1توانیم قرار دهیم می3

x
lim (( ) x )


      2
1
2

1 111 3 34 4

ي  ولی مثلاً در محاسبه   
x
lim ([ x ]x )


 2
1
5 3 xزیرا  . جام دهیم توانیم چنین کاري ان   نمی 3  5 3 اگـر !یک عـدد مـرزي اسـت   2، و عدد 2

xمقدار   5 ]باشد داریم    2تر از   کمی بیش  3 x ] 5 3 ]: تر باشد داریم  کوچک2، و اگر کمی از      2 x ] 5 3 هـا را بـا   معمولاً این وضعیت . 1
]: گوییم در حالت اولمیدهیم، یعنی نشان می-و + هاي علامت x ] [ ]  5 3 2 ]و در حالت دوم 2 x ] [ ]  5 3 2 1 .

براي این . را حذف و به جاي آن اعداد ثابت قرار دهیدجزءصحیحان ، در صورت امکجزءصحیحي حد در توابع شامل در محاسبه: نکته
: منظور دقت کنید که

fاگر -1 (x) L وLگاهعددي غیر صحیح باشد، آن:[f (x)] [L]

fاگر -2 (x) L) به معنیf (x) L وf (x) L( که ،Lگاهعددي صحیح است، آن :[f (x)] L

fاگر -3 (x) L) به معنیf (x) L وf (x) L( که ،Lگاهعددي صحیح است، آن :[f (x)] L 1

حاصل ): 7(تست
x
lim (x )[ ]

x1

11 1



)81-يسراسر(دام است؟ ک

1 (12 (1) 3صفر
24 (1

xیوقت:حل 1می، دار :
x

1 1
1 2


]، پس  ]

x

1
1 


 .بنابراین:

x x x
lim (x )[ ] lim (x ) lim [ ]

x x1 1 1

1 11 1 21 1    
      

 
 

. درست است) 2(ي بنابراین گزینه

yمجموع حد چپ و راست ): 8(تست (x )[x ]2 21 2  ی، وقتx 282-آزاد(دام است؟ کند، کیل میم(
1 (62 (33 (34 (6

xیوقت:حل 2 داریم ،:x2 2   . توانیم به جاي    پس نمی[x ]2 عدد صفر را قرار دهیم و باید حدهاي چـپ و راسـت را جداگانـه                 2
: حساب کنیم

x ( )
x ( ) : x x x x [x ] lim y ( )2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 1 


                     

x ( )
x ( ) : x x x x [x ] lim y ( ) ( )2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 1 2 1 1 3 


                     

)پس پاسخ نهایی  )   3 3درست است) 3(ي بنابراین گزینه. شودمی .
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.آوریددستبهحاصل حدهاي زیر را ): 12(يمسأله

) الف
x
lim [ x x ]


  2 2 1


) ب

x

x x [ x x ]
lim

x x

  

 

2 3
21
2 2 3

5 3
) پ

x
lim [ ]

sin x 3
2

1

xوقتی  )الف :حل   داریم ، :x x   2 2 1 1تـر از    ، ولی باید تعیین کنیم که از سمت مقادیر کوچک         1
yرو نمودار تابع در شکل روبه. 1تر از یا بزرگ  x x   2 2 xبینیـد کـه وقتـی    می. ایمرا رسم کرده1   ،

. شودنزدیک می1به 1تر از هاي بزرگyقادیر تابع از سمت م
xپس  x    2 2 1 ]، بنابراین حاصل حد 1 ] 1 . شودمی1

xوقتی  ) ب 1 داریم ، :x x33 2  .        تعیـین  «هاي مفیـد  یکی از روش. کنیمري استفاده میچون رسم نمودار تابع ساده نیست، از روش دیگ
xدانــیم نامــساوي مــی. اســت» علامــت x33 2  معــادلx x3 3 2     و بــرعکس آنx x33 2  معــادلA   کــه (اســت

A x x   3 3 : کنیمتعیین علامت میراAپس ). 2
x

A

2 1
  

A (x )( x x ) (x ) (x )2 21 2 1 2         

xپس وقتی  1)همواره )چه از راست و چه از چپ ،A   بنابراین ،x x33 2  .گیریمنتیجه می:

x x

x x [ x x ] x x
x x lim lim

x x x x

2 3 2
3

2 21 1
2 2 3 2 2 13 2 1

5 3 5 3


 

     
     

   

xوقتی  ) پ
3
2


 داریم ، :
sin x

1 1 .   یا نمودار   (ي مثلثاتی   با توجه به دایرهy sin x (              واضح اسـت کـه در همـسایگی چـپ یـا راسـت

x
3
2


داریم :sin x 1 .

sinچون  x 1  پس ،
sin x

1 1
1


)، یعنی  )
sin x

1 1  در نتیجه ، :[ ]
sin x

1 2  . شودمی-2بنابراین پاسخ حد نیز .

حاصل . رو استل روبهکمطابق شfنمودار تابع ): 9(تست
x

f (x)
lim

[f (x)]

3
3 1




دام است؟ ک

1 (12 (1
8

3 (1
54 (5

8

xیوقت:حل   ن حالت یدر ا. مینکیت مکنمودار حرینییقسمت پاي، روf (x)شـود،  یمیکنزد-2به عدد -2تر از کوچکر یز طرف مقادا
f: یعنی (x) ( )2   .پس :[f (x)] 3  .میریگیجه مینت:

x

x
x

lim f (x)
f (x)

lim
[f (x)] lim [f (x)] ( )

33 2 3 1
3 1 3 1 3 3 1 8







  

   
    






. درست است) 2(ي بنابراین گزینه

y

2

2

2
3

x

xsin

2
3

y

1

x



y

2

1 x
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» حد و پیوستگی توابع   «فصل چهارم 

صفر مطلق و صفر حدي
fر دو تابع دانیم حد همی (x) [x ] g(x)و 2 x x، وقتی 2  ولی آیا نوع این دو رفتار یکسان است؟. برابر صفر است

)ي  رو نمودار دو تابع در فاصله     هاي روبه در شکل  , )1 بینیـد  می. رسم شده است   1
x، در یک همسایگی     fابع  که در ت       داریمf (x)  ،       ولـی در تـابعg   فقـط
xوقتی       داریمg(x)   . گوییم تـابع    اصطلاحاً میf   درx  »  صـفر
. است» ر حديصف«gاست، ولی تابع » مطلق

ر یمقاد): 13(يمسأله
x

[x]
lim

x

و 
x

x
lim

[x]

.دیابیرا در صورت وجود ب

[x]: مینکیفرض م : حل
f (x)

x
   وx

g(x)
[x]

 . شـود و  یحد دو تابع، حد هـر دو عبـارت صـورت و مخـرج برابـر صـفر م ـ            يهنگام محاسبه
. باید به روشی دیگر عمل کنیم. مینکمربوط به حدود استفاده يهاهیم از قضیتوانینم

xیوقت 1  می، دار :[x]  ، ن یبنابراf (x)   . پس تابعfراست یگیدر همساx    بـا  یتـابع ثـابت
: میریجه بگ یم نت یتوانیو م ) صفر مطلق (مقدار صفر است    

x
lim f (x)






)  رو نمودار   در شکل روبهf   ي در فاصـله
( , )1 ). رسم شده است1

xراست یگیه همساکد ینکن دقت یحد دوم به ايمحاسبهيبرا  تابع يدر دامنهg ن یبنابرا)چرا؟(قرار ندارد
x
lim g(x)



.وجود ندارد

fتابع   aعدد   یگیهمسا یکاگر در   : نکته (x) ـ      یدق  م  یقاً برابر صفر باشد و داشته باش
x a
lim g(x)


 )ـ  قـاً صـفر    یدق gتـابع    یول

گاه ، آن)نباشد
x a

f (x)
lim

g(x)
 ) .ــفر مطلــق : ترسادهیانیبه ب ص

صــفر حــدي  (

صــفر حــديدقت کنید که حالت همچنین
ــفر مطلــق  .ي تابع نیست، پس حدي هم وجود ندارددر دامنهص

.دینکر قسمت حد خواسته شده را در صورت وجود محاسبه در ه): 14(يمسأله

) الف
x

[x ]
lim[ ]

x

2


) ب

x
lim[ ]

| x |

1
1 

xیوقت)الف: حل  )میدار) چه از راست و چه از چپ :x2   و چونx2   پس ،[x ]2  )بنابراین). صفر مطلق :

x x x x

[x ]
lim[ ] lim[ ] lim[ ] lim

x x

2

   
   

   


  

: کنیمحدهاي راست و چپ را جداگانه حساب می)ب

x

[ ] [ ]
| x | x

x : lim [ ]
x

x x x
x

1 1
11 1 1111 1 11




     
          





 

:میریگیجه میمشابه نتیب و با روشین ترتیبه هم

xx x x x
lim f (x) lim [ ] lim f (x) lim f (x) lim f (x)

x

1 1 11       
     

    

از يتـر دهیچیپيهام آورد و حل مثالیخواهیوستگیرا در بخش پجزءصحیحشامل يهاحد در عبارتيربارهتر ده بحث مفصلکر است  کلازم به ذ  
.مینکین گونه توابع را به آن بخش واگذار میا

y

1

1 x
1

y g(x)
y

1
x

1

y f (x)



y

1
x

1
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