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یک به یک و وارون پذیر   1    0  0  در هر دو حالت        تابع نمایی به فرم 

 ( aدر مبنای  xمی باشد)می خوانیم لگاریتم           تابع       است. وارون تابع 

              
  

  0             0              0 

a  .مبنای لگاریتم است 

لگاریتم عدد یک در هر مبنایی برابر صفر است.نکته:   

 0  1          
1  0    

لگاریتم هر عددی در مبنای خودش برابر یک می باشد.نکته:   

 1             
  1    

 سیم.باشد می توانیم آن را ننوی 10اگر مبنای لگاریتم نکته: 

   10
       

می باشد، پس نمودار تابع      وارون تابع          همانطور که گفته شد تابع 

 نسبت به نیمساز ناحیه اول و سوم می باشد.     قرینه نمودار         

 به طور مثال داریم:
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 ( )  2                                   1( )     2
  

 را در تساوی های زیر بیابید. xمقدار مثال( 

   الف(                                                                                  
√53
(  2)

 6 

 حل( 

(5
1
3)6    2                    25    2                        23 

                                                                         1   3   2   2 0     ب(

 حل(

   2   3  (0 2) 1  5                      3  25  32                   332  
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( ) تابع لگاریتمی       ( )  همزمان باید سه شرط زیر را داشته باشد. ( ) 

1)  ( )  0 
2)  ( )  0 
3)  ( )  1 

 

 دامنه و برد تابع را بدست آورید.مثال(

 ( )     (   √ ) 

 محاسبه دامنه :

1)   0 
2)     √  0   √       2    2    0 

  (  1)  0 
   (0 1) 

 محاسبه برد :

10     √    (√   )  10    2    
1
4

 
1
4

 

1
4

 10  (  
1
2
)2  0 

10  
1
4
        10

1
4

            (      10
1
4
) 

به طرفینی بچسبانیم یا از طرفین لگاریتمی با مبنای بزرگتر از یک  ،اگر در یک نامساوینکته مهم : 

بکنیم،نامساوی تغییر نمیکند ولی اگر مبنای لگاریتم عددی مابین صفر و یک باشد،نامساوی تغییر 

 میکند.

 به طور مثال :

105  2      5     2 

(0 2)3  (0 02)3       3    0 3 0 2  3    0 3 0 02 
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1)                    

2)                     

3)         
 

 
      

4)               

5)        
1
 
      

6)     
1
 

        

7)    1
 

         

8)    1
 

1
 

       

9)       
     

     
 

10)       
1

     
 

11)               

12)        1 

 

 نکته بسیار مهم

 10نای در مب 5به لگاریتم  2تبدیل لگاریتم 

   2     10
10
5

    10     5  1     5 

   5     10
10
2

    10     2  1     2  
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برای حل معادلات لگاریتمی ابتدا سعی میکنیم طرفین تساوی را بصورت لگاریتم هایی با مبناهای 

و در نهایت   یابیم.ر میکنیم و ریشه های معادله را میبرابر بنویسیم سپس از لگاریتم ها صرف نظ

 ریشه هایی قابل قبول است که هیچ یک از لگاریتم ها را بی معنی نکند.

 معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.مثال( 

1)      3  √      √ 3  2                    

 پاسخ(

   3  √    

  
1
 

 2               2  2  1  0       (  1)2  0         3  √ 

 1     √  3  

 3  9         √93
 

 

 

2)   (3 )   3      104     

 پاسخ(

     (3 )   3  104            (3 )   3     104  4 

   3     3  4            3  2         3  100     

   
100

3
     3     3  4            3   2       3  0 01     

   
1

300
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یابیم بعد به کمک قوانین لگاریتم برای حل نامعادلات لگاریتمی ابتدا دامنه هر یک از توابع را می

ساوی را محاسبه میکنیم.در آخر بین تمام محدوده های به دست آمده اشتراک محدوده نام

 میگیریم.

 نامعادله زیر را حل کنید.مثال( 

   1
2
   2      1 9  0 

 محاسبه دامنه :

     1 9    1  0         1     ( )         1  1    2 

   2      1 9        1 9  0           1 9       1 1 

0    1  1     1    2     9  1 ققغ  

  1  1       2  (  )  9 قق 1   

   1
2
   2      1 9      2      1 9  0       2      1 9     2 1 

     1 9  1          1 9       1(  1)   9    1    

 10       (   ) 

 حل نامعادله :

   1
2
   2      1 9  0        1

2
   2      1 9     1

2
1 

   2      1 9  1        2      1 9     2 2 

     1 9  2          1 9       1(  1)2 

9  (  1)2       1  3       4           (    ) 

9  (  1)2       1   3        2    (    ) 

 بازه میباشد : 4مجموعه جواب اشتراک هر  

( )  (  )  (   )  (    )  (4 10) 
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در هندسه بسیار « درجه»رجه اندازه گیری می کردیم. استفاده از واحد تا کنون زاویه ها را بر حسب د

1متداول است. یک درجه را 
360

نمایش می دهیم. حال   1ام محیط یک دایره می نامیم و با علامت  

 بیان کنیم. رادیانمی خواهیم اندازه یک زاویه را بر حسب واحد جدیدی به نام 

است که طول کمان روبه رو به آن برابر زاویه ای مرکزی ره دلخواه، اندازه ، در هر داییک رادیان

برای نمایش اندازه یک زاویه بر حسب رادیان استفاده  radطول شعاع دایره است. معمولا از نماد 

 می شد.

 برابر یک رادیان می باشد. αدر دایره مقابل اندازه زاویه 

 

 

 :برابر است با rادیان در دایره ای به شعاع بر حسب ر αاندازه زاویه نکته: 

 

 

 

α  
α طول کمان روبه رو به زاویه ی

شعاع دایره
 

 

 
 

 باشد، داریم: رادیاناندازه آن بر حسب  Rو درجه  زاویه ای بر حسب Dاگر نکته: 

  
  

180
 

 یعنی برای تبدیل یک زاویه بر حسب درجه به رادیان، آن را در 

180
 ضرب می کنیم. 

 بر حسب رادیان برابر است با: 30به طور مثال اندازه زاویه 

  
30 

180
 

 

6
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دایره مثلثاتی دایره ای است به شعاع واحد جهت مثبت آن در خلاف جهت عقربه های ساعت و 

 جهت منفی زاویه ها در آن ، جهت حرکت عقربه های ساعت می باشد.

 

 می باشد. Aمبدا حرکت زاویه ها نقطه  :1نکته

  yبر محور  OPبرابر اندازه تصویر پاره خط  θزاویه  sinهمانطور که در شکل بالا می بینید : 2نکته 

 ها می باشد.  xبر محور  OPبرابر اندازه تصویر پاره خط  θزاویه  cosها و 
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 طول کمان

 باشد، داریم: r،در دایره ای به شعاع  درجهبر حسب  θطول کمان روبه رو به زاویه   اگر  (1

  
 

360
 (2  ) 

 :یمباشد، دار r به شعاع یا یره،در دا رادیانبر حسب  θ یهطول کمان روبه رو به زاو   اگر (2

     

 مساحت قطاعباشد،  αمساوی  درجهبر حسب  C(O,R)اگر زاویه مرکزی قطاعی از دایره نکته:

  برابر است با 
  2 

360
  باشد، مساحت قطاع برابر است با  رادیانبر حسب  αو اگر  

1
2
 2  

 می باشد.
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 جدول زیر را به خاطر بسپارید:نکته: 

 

 

 نسبت های مثلثاتی در مثلث قائم الزاویه 

 

 

 

 

 

     ̂  
 

 
                                                                  ̂  

 

 
 

     ̂  
 

 
                                                                  ̂  
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 نسبت های مثلثاتی زاوایای متمم 

 باشد ، زاوایای متمم می گویند.درجه  90مجموع آن ها برابر به دو زاویه ای که 

   (
 

2
  )       

   (
 

2
  )       

   (
 

2
  )       

   (
 

2
  )       

 همچنین در هر مثلث قائم الزاویه ای داریم:

 

 

  ̂   ̂  90           

 

 

 

 

     ̂      ̂                                     ̂      ̂ 

     ̂      ̂                                      ̂      ̂ 

 

   نسبت های مثلثاتی برای دو زاویه ای که با هم 

2
 رادیان اختلاف دارند.  

   (
 

2
  )       

   (
 

2
  )        

   (
 

2
  )        

   (
 

2
  )        

https://konkur.info



12 

 نسبت های مثلثاتی زوایای مکمل 

 باشد، زوایای مکمل می گویند.درجه  180مجموعشان برابر به دو زاویه ای که 

   (   )       

   (   )        

   (   )        

   (   )        

 رادیان اختلاف دارند.  ی دو زاویه ای که با هم  نسبت های مثلثاتی برا 

   (   )        

   (   )        

   (   )       

   (   )       

 نسبت های مثلثاتی دو زاویه قرینه 

   (  )        

   (  )       

   (  )        

   (  )        

 نسبت های مثلثاتی زوایای هم انتها 

را زوایای هم کمان های آن ها بر هم منطبق می شود که انتهای     2و  αزاویه هایی مانند 

 انتها گویند.

   (2    )                            (2    )       

   (2    )                          (2    )       

 هر عدد صحیحی می تواند باشد. kدقت شود که 
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–با استدلالی مشابه از آنجا که زوایای  نیز هم انتها هستند، نسبت های مثلثاتی      2و   

–زوایای   نیز با هم برابرند.     2و   

 

 

 

 

 

 دست آورید.مثال: نسبت های مثلثاتی زوایای زیر را ب

a) 
 7 

6
                             b)  390                           c) 

11 

6
                 

 پاسخ(

a)  

   (
 7 

6
)     (   

 

6
)      (  

 

6
)     (

 

6
)  

1
2

 

   (
 7 

6
)     (   

 

6
)     (  

 

6
)      (

 

6
)   

√3
2

 

   (
 7 

6
)     (   

 

6
)      (  

 

6
)      (

 

6
)   

√3
3

 

   (
 7 

6
)     (   

 

6
)      (  

 

6
)      (

 

6
)   √3 

b)  

   (390)     (2  
 

6
)     (

 

6
)  

1
2

 

   (390)     (2  
 

6
)     (

 

6
)  

√3
2

 

   (390)     (2  
 

6
)     (

 

6
)  

√3
3

 

   (390)     (2  
 

6
)     (

 

6
)  √3 
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c)  

   (
11 

6 )     (  
 

2  
 

3)      (
 

2  
 

3)      (
 

3)   
1
2 

   (
11 

6 )     (  
 

2  
 

3)      (
 

2  
 

3)     (
 

3)  
√3
2  

   (
11 

6 )     (  
 

2  
 

3)     (
 

2  
 

3)      (
 

3)   
√3
3  

   (
11 

6 )     (  
 

2  
 

3)     (
 

2  
 

3)      (
 

3)   √3 

 

 

 

 

 

 

 

 ای کمان زاویه ای در ناحیه ی هر گاه انتهنکته: 

 اند.مثبت  باشد، همه ی نسبت های مثلثاتی آن زاویه اول 

 باشد، فقط  دومsin  هستند.منفی  و بقیه نسبت هامثبت 

 باشد،  سومsin  وcos  و منفیtan  وcot اند. مثبت 

 باشد، فقط  چهارمcos  اند. منفیو بقیه نسبت ها مثبت 
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   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 

   ( )  0 
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 sin 

 نمودار این تابع به شکل زیر است:

 

را برحسب رادیان در نظر میگیریم مگر اینکه صریحا گفته شود  xهمواره    sin xدر تابع  :1نکته

x سینوس  4   رادیان و منظور از  4سینوس  4   به طور مثال منظور از .بر حسب درجه است

 درجه است. 4

 یعنی داریم:تکرار می شود   2بازه هایی به طول در  sin xتابع  :2نکته

   ( 2    )      ( ) 

و1 ]( و برد آن بازه بسته Rکل اعداد حقیقی) sinدامنه تابع : 3نکته  می باشد. [1 

 قطع می کند.  هارا در ضرایب صحیح  xمحور  sinتابع : 4نکته

 می گویند.موج سینوسی         گاهی به نمودار تابع : 5نکته

 

 

 

 

 

 

 

 

º 
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 cos 
 نمودار این تابع به شکل زیر است:

 

گیریم مگر اینکه صریحا گفته  را برحسب رادیان در نظر می xهمواره    cos xدر تابع  :1نکته

 .بر حسب درجه است xشود 

 یعنی داریم:تکرار می شود   2بازه هایی به طول در  cos xتابع  :2نکته

   ( 2    )      ( ) 

و1 ]( و برد آن بازه بسته Rکل اعداد حقیقی) cosدامنه تابع : 3نکته  می باشد. [1 

 صحیح و فرد هارا در ضرایب  xمحور  cosتابع : 4نکته

2
 قطع می کند. 

 موج کسینوسی می گویند.        گاهی به نمودار تابع : 5نکته

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://konkur.info



18 

 ار توابع مثلثاتی به کمک انتقال:نکاتی در مورد رسم نمود

را به اندازه  ( )   کافی است نمودار تابع    (   )   برای رسم نمودار تابع  (1

 واحد به سمت راست انتقال دهیم.   

را به اندازه  ( )   کافی است نمودار تابع    (   )   برای رسم نمودار تابع  (2

 .واحد به سمت چپ انتقال دهیم   

( )   برای رسم نمودار تابع  (3 را به اندازه  ( )   کافی است نمودار تابع      

 واحد به سمت بالا انتقال دهیم.   

( )   برای رسم نمودار تابع  (4 را به اندازه  ( )   کافی است نمودار تابع      

 واحد به سمت بالا پایین دهیم.   

را نسبت به  ( )   کافی است نمودار تابع  ( )    برای رسم نمودار تابع  (5

 ها قرینه کنیم.xمحور 

را نسبت به  ( )   کافی است نمودار تابع  (  )   برای رسم نمودار تابع  (6

 ها قرینه کنیم.yمحور 

              طول همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است (  )   برای رسم نمودار تابع  (7

را  ( )    
1
 

 برابر کنیم.  

)   برای رسم نمودار تابع  (8
 

 
                طول همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است (

 برابر کنیم.   را  ( )   

           عرض همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است ( )    برای رسم نمودار تابع  (9

 برابر کنیم.   را  ( )   

  م نمودار تابع برای رس  (10
1
 
           عرض همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است ( ) 

را  ( )   
1
 
 برابر کنیم.  

را رسم کنیم سپس  ( )   نمودار  کافی است (| |)   ( برای رسم نمودار تابع 11

است محور ها قرار دارد را حذف و سمت رxآن قسمت از نمودار را که در سمت چپ محور 

x.ها را در سمت چپ قرینه کنیم 
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را رسم کنیم سپس  ( )   نمودار  کافی است |( ) |  (  برای رسم نمودار تابع 12

ها قرار دارد را حذف و قرینه آن را در بالای محور yآن قسمت از نمودار را که در زیر محور 

y.ها رسم کنیم 

 اتحاد های مثلثاتی

    2      2  1 

    2   1     2  

    2  1     2   

      
    

    
 

      
    

    
 

      
1

    
 

      
1

    
 

           1 

 1     2   
1

   2  
         (     0) 

 1     2   
1

   2  
          (     0) 

 به کمک روابط بالا می توانیم اتحاد های کمکی زیر را استخراج کنیم:

(         )2  1  2           

   4      4   1  2   2   

   6      6   1  3   2     2   

          
1
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 روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا

   (   )                      

   (   )                      

 

   (   )                      

   (   )                      

 

   (   )  
         

1           
 

   (   )  
         

1           
 

 چند اتحاد پر کاربرد و مهم

   (2 )  2           

   (2 )     2      2   

 

 به فرمول های توان شکن معروف اند: از رابطه بالا دو اتحاد مهم زیر بدست می آید که

   2   
1     (2 )

2
 

                                                2   
1    (2 )

2
   

 با استفاده از اتحاد های مجموع و تفاضل به رابطه مهم زیر می رسیم:نکته تستی: 

          √2    (  
 

4
) 

          √2    (  
 

4
) 
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اگر مثال :  55
2
12 cossink  مقدار ،50sin  بر حسبk تواند باشد؟ كدام می 

2 )|k|  1 )|k|2  

9 )|k|
2
2  4 )|k|22 

 

 کانون( 39بهمن  42)آزمون 

 (پاسخ

 54554554550 sincoscossin)cossin(sin  

))cos(sin()cos(sin 255
2
2

55
2
2   

))k(()cossin(
2
1

21
2
2

5521
2
2 2  

 

|k|| )k|(  2
2
2

 

xtan)x(tanfاگر (1مثال  3گاه حاصل  ، آن)(f  كدام است؟ 2

2 )11
2

   1 )11
13  

9 )11
2  4 )11

13
 

 کانون( 39بهمن  42)آزمون 

 پاسخ(

xtanxtan

xtanxtan
)xxtan(xtan

21
2

23





 

xtan

xtanxtan

xtan)
xtan

xtan
(

xtan
xtan

xtan

2

3

2

2

31
3

1
2

1

1
2












 

11
2

121
86

2
31

3
2

3










 )(f

xtan

xtanxtan
)x(tanf 
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 مفهوم حد و فرایند های حدی

 همسایگی

 می نامیم. 0 همسایگی را یک  0 یک عدد حقیقی باشد، هر بازه باز شامل  0 اگر 

0 یعنی اگر   است. 0 یک همسایگی  (   )آنگاه بازه  (   ) 

 

 

(   )را از این بازه حذف کنیم، مجموعه  0 اگر نقطه  می  0 را همسایگی محذوف   0   

 نامیم.

 

 

 0 همسایگی راست 

0  0 )بازه   باشد،  0  اگر   می نامیم. 0 را یک همسایگی راست  (  

 

 

 0 همسایگی چپ 

0 )بازه   باشد،  0  اگر   می نامیم. 0 را یک همسایگی چپ  (0    
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 تعریف حد تابع

وقتی  fبع حد تاتعریف شده باشد. می گوییم  aدر یک همسایگی محذوف عدد  fفرض کنید تابع 

x  بهa  نزدیک می شود برابر عدد حقیقیL  و می نویسیم:است 

   
   

 ( )    

 می نامیم. aدر نقطه  fرا حد تابع  Lعدد 

 

را در نظر بگیرید که نقطه  f(x)=x+2تابع 

. همانطور که در از آن جدا شده باشد (4 2)

را  xنمودار این تابع مشاهده می کنید وقتی که 

 2به عدد  2ادیر بزرگ تر یا کوچک تر از با مق

 4به عدد  fنزدیک می کنیم. مقادیر تابع 

نزدیک می شوند. در این حالت می گوییم حد 

 4نزدیک می شود برابر  2به  xوقتی  fتابع 

 است و می نویسیم:

   
  2

 ( )     
  2

(  2)  4 

 ید.را در نظر بگیر hو  f،gنمودار سه تابع نکته: 

بین حد تابع در یک نقطه و مقدار تابع در همان نقطه چند حالت وجود دارد که در زیر به سه مورد 

 آن اشاره می کنیم:
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تعریف شده باشد و در این نقطه دارای حد باشد و حد تابع در نقطه     تابع در نقطه  .1

a .با مقدار تابع در این نقطه برابر باشد 

   
   

 ( )   ( ) 

 .برابر است 5که حدش با مقدارش در نقطه  fمانند تابع 

     5  ( )   (5)  2    

تعریف شده باشد و در این نقطه دارای حد باشد ولی حد تابع در     تابع در نقطه  .2

 نقطه برابر نباشد. اینبا مقدار تابع در  aنقطه 

 

   
   

 ( )   ( ) 

 .برابر نیست 5قدارش در نقطه که حدش با م gمانند تابع 

   
  5

 ( )  2 

 (5)  1 

 .حد داشته باشد aتعریف نشده باشد ولی در نقطه     تابع در نقطه .3

 تعریف نشده است ولی در این نقطه دارای حد می باشد. 5که در نقطه  hمانند تابع       

   
  5

 ( )  2 

، تاثیری  aکه وجود یا عدم وجود مقدار تابع در نقطه دلخواه با توجه به نکته بالا نتیجه می گیریم 

 ندارد. aبر حد تابع در نقطه 

 حد های یک طرفه

 را در نظر بگیرید: f(x)نمودار تابعی مانند 

 1از کوچک تر را با مقادیر  xدر این تابع می بینیم که اگر متغیر

 اگر نزدیک می شوند و 2به عدد  f(x)نزدیک کنیم مقادیر  1به 

 به f(x)نزدیک کنیم، مقادیر  1به  1از بزرگ تر را با مغادیر  xمتغیر 

 در  fحد تابع  نزدیک می شوند. در این صورت می گوییم  -2عدد 

 می باشد.دارای حدود چپ و راست ولی تابع در این نقطه وجود ندارد  1نقطه 
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 حد راست

تابع حد راست ف شده باشد می گوییم تعری aنقطه ای مانند همسایگی راست در یک   اگر تابع 

f  برابر عدد     در نقطهL  است هرگاه تابعf  را به هر اندازه دلخواه بتوان بهL  نزدیک کرد

 نزدیک شود. a)از سمت راست( به قدر کافی به  xبه شرط آنکه متغیر 

( )        در این صورت می نویسیم:                                     

 

 

 

 

 

 

 حد چپ

در  fتعریف شده باشد می گوییم حد چپ تابع  aدر یک همسایگی چپ نقطه ای مانند  fاگر تابع 

نزدیک کرد به  Lرا به هر اندازه دلخواه بتوان به  fاست هرگاه تابع  Lبرابر عدد  x=aنقطه 

 نزدیک شود. a)از سمت چپ( به قدر کافی به  xشرط آنکه متغیر 

( )        این صورت می نویسیم:                                در     
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    در  fوجود دارد اگر و تنها اگر حد چپ و راست تابع     در نقطه  fحد تابع نکته: 

 موجود و با هم برابر باشند.

 وجود نیست اگر:م    در نقطه  fبا توجه به نکته بالا می توان گفت که حد تابع 

 موجود ولی دو مقدار متفاوت داشته باشند. aحد چپ و راست در نقطه  .1

یکی از حد های چپ یا راست وجود نداشته باشد)تابع در همسایگی چپ یا راست تعریف  .2

 نشده باشد.

( ) به طور مثال تابع   √2 حد  2  در نقطه    

 ست.تعریف نشده ا 2ندارد چون در هیچ همسایگی راست 

 

 

 

 :1مثال  

1xی  ی تابعی است که در نقطهیک از نمودارهای زیر نشان دهندهکدام    حد راست دارد ولیی
 ؟نداردحد چپ 

 

 

1 )  2 )  

 

 

 

3 )  4 ) 
 

 پاسخ(
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ی  د. در گزینهباش دارای حد راست و چپ می 1xتابع موردنظر در « 4»و « 2»های در گزینه

تابع حد راست دارد ولی حد چپ « 3»ی  تابع حد چپ دارد و حد راست ندارد و در گزینه« 1»

 ندارد.  

تابع حد چپ : 2مثال
1

y
x

 
  
 

یدر نقطه 
1

10
x


 نماد جزء صحيح است.([]) کدام است؟ ، 

1 )11  2 )9-  

3 )11-  4 )11- 

 

 پاسخ(

 «3»ي  گزينه

 وقتی  









 


10
1

x، 10 یعنی
1

x 10 پس
1


x

 :لذا ،

 10
1










x
 

( ) حد تابع نکته مهم:   در دو حالت زیر بررسی می شود، aدر نقطه       

 رد چون:حد ندا aدر  fعددی صحیح باشد،  aاگر  .1

   
    

                                
    

      1  

همانطور که می بینید حدود چپ و راست موجود ولی نا برابر هستند پس تابع جز صحیح در هر 

 .نقطه صحیح، حد ندارد

نقطه برابر حد دارد و حد آن با مقدار تابع در آن  aدر  fعددی غیر صحیح باشد،  aاگر  .2

 است:
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با هم برابر باشند و حد راست  aدر یک همسایگی راست نقطه ای مانند  gو fاگر دو تابع نکته:

وجود دارد و مقدار این  aوجود داشته باشد آنگاه حد راست تابع دیگر نیز در  aیکی از آن ها در 

 دو حد با هم برابرند یعنی:

( )        اگر   آنگاه:    

   
    

 ( )     
    

 ( )      

 آنها چپ حد مقدار برابرند هم با aنقطه  چپ همسایگی یک در که تابعی دو مشابه، طریق به

 یکسان است.)در صورت وجود(  aنقطه  در

( با هم برابر باشند، مقدار حد a) به جز احتمالا خود  aبنابراین دو تابع که در یک همسایگی نقطه 

 یکسان است.)در صورت وجود(  aآن ها نیز در نقطه 

( ) به طور مثال مقدار حد راست تابع   
   

 
برابر صفر است چون در این  x=0در نقطه   

 برابر است. g(x)=0با تابع  fناحیه تابع 

 قضایای حد

( ) حد تابع ثابت  :1قضیه   است. یعنی: cواه برابر مقدار ثابت در هر نقطه دلخ   

   
   

    

( ) هر چند جمله ای مانند  :2قضیه           1 
  1  000 در هر  0   1  

 برابر است یعنی: aحد دارد و مقدار حد با مقدار چند جمله ای در نقطه  aنقطه دلخواه 

   
   

(        1 
  1  000   1   0)          1 

  1  000   1   0 
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( )       و حد داشته باشند     در نقطه    و  اگر دو تابع  :3قضیه  ( )       و  1    

 آنگاه: 2 

    
   

( ( )   ( ))     
   

 ( )     
   

 ( )   1   2 

 

    
   

( ( )   ( ))     
   

 ( )     
   

 ( )   1   2 

 

    
   

( ( )  ( ))  (   
   

 ( ))  (   
   

 ( ))   1  2 

 

    
   

 ( )

 ( )
 

   
   

 ( )

   
   

 ( )
 

 1

 2
               2  0  

 حد دارد. aدر نقطه  fفرض کنید تابع  :4قضیه 

( )  ) نامنفی باشد aدر همسایگی محذوف  fاگر تابع   آنگاه داریم: (0 

   
   

√ ( )  √   
   

 ( ) 

آنگاه  تعریف شده باشد، aدر یک همسایگی   ( ) √، اگر nبه طور کلی برای هر عدد طبیعی 

 داریم:

   
   

√ ( )
 

 √   
   

 ( )  

 باشد داریم: Lحد داشته باشد و حد آن نیز برابر  aدر نقطه  fاگر تابع : 5قضیه 

   
   

| ( )|  |   
   

 ( )|  | | 
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xدر اطراف  gو  fاگر : 1مثال a  تعریف شده و هر دو در این نقطه دارای حد باشند و

x a
lim(f g)(x)


 1  و
x a
lim(f g)(x)


  6گاه حاصل  ، آن
x a
lim(f g )(x)


2 2
تواند  کدام می 

 باشد؟

1) 12 2 )13 3 )15 4 )17  

 

 پاسخ(

 «2»ي  گزينه

اگر فرض کنيم 
x a
lim f(x) L


 و  1
x a
lim g(x) L


  خواهيم داشت: 2

 

x a x a x a
lim(f g )(x) lim f (x) lim g (x)
  

     2 2 2 2 9 4 13

 

اگر  : 2مثال















xx

xxx
)x(f

15
23 2

(صل باشد، حا 
x

x
(flim

)(x 22
1

1



 کدام است؟  

 -4( 4 -2( 3 1( 2 ( صفر1

 

 پاسخ(

   «2»ي  گزينه

115
2




 


)()(f)(f 
)

x

x
(flim)

x

x
(flim

)(x)(x 2
1

22
1 2

11




 
 

  

 

 

 

x a x a x a

x a x a x a

lim(f g)(x) lim f(x) lim g(x) L L

lim(f .g)(x) lim f(x) lim g(x) L L

  

  

      

  

      
   

1 2

1 2

1

6
 یا

L ,L

L ,L

  


 
   

1 2

2 1

3 2

3 2
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 حد توابع مثلثاتی

 داریم: aبرای هر عدد حقیقی 

   
   

          

   
   

          

0محاسبه حد توابع کسری ) حالت 
0

) 

در حالتی که حد صورت و مخرج در نقطه ( 𝜖 )    برای محاسبه حد توابع گویا در نقطه 

x=a  برابر صفر باشد، نمی توانیم از قضایای حد و جانشینی نقطه در تابع استفاده کنیم زیرا به

0حالت مبهم 
0

اید ابتدا صورت و مخرج را به عامل های مناسب بر می خوریم. در این گونه موارد ب 

 تجزیه کنیم و بعد از ساده سازی کسر، به محاسبه حد با استفاده از قضایای حد،  بپردازیم.

23حاصل :1مثال
2 2

2 



 xx

)x(
lim

x
 کدام است؟  

  4( 2  ( صفر1

3 )4-  4 )8 

 

 پاسخ(

مبهم                








 23

2 2

2 xx

)x(
lim

x
 

)xx)(xx(

)xx()x(
lim

x 2323
232 2

2 





 

)x)(x(

)()x(
lim

xx

)xx()x(
lim

xx 12
222

23

232 2

22

2

2 








 
 







 1
24

2 x

)x(
lim

x
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حد کسر  :2مثال
11

11
33 2

23





xx

xx
 (24 -)آزاد ریاضی صبح    ؟                       برابر با کدام است 1xوقتی  

1 )1  2 )
2

1  

3 )
3 2

 وجود ندارد.( 4  1

 

 پاسخ(










 11

11
33 2

23

1 xx

xx
lim
x

 

 كنيم براي این منظور با استفاده از اتحادها داریم: براي رفع ابهام، عامل صفرشونده را از صورت و مخرج حذف مي

 
)xx)(x(x

)x)(x(x
lim
x 111

111
23 2

3

1 





 

)xx()x(x(x

))x()x((x
lim
x 1111

1111

23 233

3 23

1 





 

 
33 2

1

02

01







 

xsinxحاصل  :3ل مثا

xcosxcos
lim
x 8

35 


 دام است؟ ک 

1 )1-  2 )4  

3 )1  4 )4- 

 

 پاسخ(

1
4
1

42
2

442
42










 xcos
lim

xcosx

xsin
lim

xcosxsinx

xsinxsin
lim

xxx  
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 پیوستگی

 پیوسته است هرگاه  x=aدر نقطه  fگوییم تابع 

   
   

 ( )   ( ) 

 به توابع زیر دقت کنید:

  

د، یعنی وجود ندار گسستگیهیچ  x=2در نمودار دو تابع بالا در نقطه  همان طور که مشاهده می کنید

. در این حالت اصطلاحا می گوییم، تابع با هم برابر می باشند x=2حد توابع با مقدار آن ها در نقطه 

 است. اما دو تا بع زیر را در نظر بگیرید: پیوسته 2  در 
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 گسستگی وجود دارد یعنی حد تابع با مقدار تابع x=2همان طور که میبینید در دو تابع بالا در نقطه 

 است. ناپیوسته x=2در نقطه  fبرابر نمی باشد، در این حالت می گوییم: تابع  x=2در نقطه 

 برقرار باشند: باید شرایط زیر همزمان aدر نقطه  fبنابراین برای پیوسته بودن تابع  

 باشد،تعریف شده  aدر  fتابع  -1

هم برابر موجود و با     در  fحد چپ و راست تابع موجود باشد) aدر  fحد تابع  -2

 باشند.(

 برابر باشد. f(a)با مقدار  aدر  fمقدار حد تابع  -3

 √و  cosxو  sinx، توابع توابع چند جمله ای همه ی  نکته:
 

   عددی فرد باشد،  nبه شرط آن که   

 در هر نقطه ای پیوسته می باشند.| |، 

 پیوسته از راست

 راست دارد( هرگاه: از راست پیوسته است)یا پیوستگی fگوییم تابع 

   
    

 ( )   ( ) 

 پیوسته از چپ

 از چپ پیوسته است)یا پیوستگی چپ دارد( هرگاه: fگوییم تابع 

   
    

 ( )   ( ) 

پیوسته است، یعنی هم از راست پیوسته است و  aدر نقطه  fدقت کنید وقتی می گوییم تابع نکته: 

 .هم از چپ

( ) تابع  در مورد پیوستگی نکته:  می توان گفت: 0 در نقطه        

0  اگر  -1  0  در  fباشد تابع  0  ناپیوسته است. در این حالت اگر  0  در  f، تابع    

 پیوستگی چپ دارد. 0 در   fتابع  0  پیوستگی راست دارد و اگر 

0  اگر  -2  پیوسته است. 0 در  f،تابع    
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اگر تابع : 1لمثا

























2
2

4
25
2

2

2

x,
bbx

|x|

x,

x,x]x[a

)x(f پيوسته باشد،  2ی  در نقطهba  ؟کدام اسیت (

 (.، علامت جزء صحيح است][

1) 15
7

  2) 15
17

  

3) 30
11

  4 )30
17

 

 (پاسخ
 :پيوسته است، بنابراین 2در  fتابع 

 )(f)x(flim)x(flim
xx

2
22


 

 

43422

2
 

 
a)]([a)x]x[a(lim

x
52و   )(f 

)x(b

|x||x|
lim

bbx

|x|
lim

xx 2
22

2
4

2

2

2 








 
 

b)x(b

)x)(x(
lim

x

4
2

22

2








 

3
1

543  aa  5و
4

5
4

 b
b

 

15
17

5
4

3
1 




 )()(ba 

اگر تابع : 2لمثا
mxx

xsin|x|
)x(f






63

5
چند مقدار طبيعیی   mگاه  پيوسته باشد، آن Rدر  2

  ؟اختيار کند تواند نمی

1) 3  2) 2  

 صفر( 4  1 (3
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 پاسخ(

x(h( يمدر نظر بگیراگر 

)x(g
)x(f  ،5 xs i n|x|)x(g چند تابع مجموع صورت  باشد که به می

mxx)x(hخواهد بود از طرفی پیوسته  gپیوسته است پس   63  Rبايست در  است که می 2

 کال همواره مثبت باشد. زير راديباشد بنابراين بايد عبارت پیوسته 










3
31236

63 2
a

mm
mxx


 

 را بپذيرد.  3و  2و  1اعداد طبیعی تواند  نمی mبنابراين 

 

اگر تابع : 3مثال


















23

2
27

39
3

]x[;
x

]x[;
x

bax

)x(f  رویR  پيوسته باشد، حاصلba ؟کدام است 

 ، نماد جزءصحيح است.(][)

1) 31  2) 24  

3) 22  4 )24- 

 پاسخ(

 نويسیم:  میتر  صورت ساده را بهع ابتدا تاب



















3
3

3
27

39
3

x
x

x
x

bax

)x(f 

 کنیم:  بررسی می 3xدر تابع را حال پیوستگی 

27

39
33 




 x

bax
limlim

x
1و  

3
33

3


 x
lim

x
 

)xx)(x(

)
a

b
x(a

lim
x 933

3
9

23 






 

شود حتماً بايد صورت هم صفر  مخرج صفر می 3xازاي  شود چون به 1اصل حد چپ برابر حکه  براي اين

 شود. 

)xx)(x(

)x(a
limab

a

b

x 933

39
9

3
3

23 
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1
3327

9


aaa
 

30273  baba 

 پیوستگی روی بازه

  تابعf پیوسته باشد. (   )در هر نقطه  وییم هرگاهپیوسته گ (   ) را در بازه 

  تابعf  پیوسته گوییم هرگاه تابع       را در بازهf  پیوسته باشد و در  (   )در هر نقطهa 

 از چپ پیوسته باشد. bاز راست پیوسته ودر 

  تابعf  پیوسته گوییم هرگاه تابع      )بازه را درf  پیوسته باشد ودر  (   )در هر نقطهb 

 از چپ پیوسته باشد.

  تابعf  پیوسته گوییم هرگاه تابع (    را در بازهf  پیوسته باشد و در  (   )در هر نقطهa 

 از راست پیوسته باشد.

 √و       توابع نکته: 
 

  (n روی هر نقطه از دامنه شان پیوسته می باشندعددی زوج اس )ت. 

تابع  ال:مث
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  ؟صحيح پيوسته استدر چند نقطه به طول  
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 پاسخ(
 خواهیم داشت: صورت  در اين ،Zkفرض کنیم 
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 پس تابع داده شده در دو نقطه به طول صحیح، پیوسته است.
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 غیر قابل قبول
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