
https://konkur.info

https://konkur.info


مثلثاتیمعادلات: 3-4
هاي مثلثاتی حضور ها عبارتگویند که در آنمعادلات مثلثاتی به معادلاتی می. شویمها آشنا میهاي حل آندر این بخش با معادلات مثلثاتی و روش       

معـادلات مثلثـاتی بحثـی بـسیار     . نجامـد اي مثلثـاتی مـی  مواقع، حل یک مسأله در هندسه یا علوم دیگر، به حل یک معادله            از  بسیاري  .داشته باشند 
.ي مطالب کتاب درسی و کمی فراتر از آن تأکید داریمگسترده دارند که در این بخش ما تنها بر حل معادلات مقدماتی در محدوده

چهار صورت اصلی معادلات مثلثاتی
sinاي چـون  معادلـه . اشـته باشـند   توانند ساختارهاي متفاوتی د   معادلات مثلثاتی می   x  1

اي ماننـد  ي بـسیار سـاده اسـت و معادلـه    یـک معادلـه  2
sin x tan x x cos x  2  هاي جبري، کردن و انجام عملیات ها سروکار داریم پس از ساده     معمولاً معادلاتی که ما با آن     . ي پیچیده یک معادله

:شونددیل میصورت زیر تب4به یکی از 
sin) الف x sin aب (cos x cosaپ (tan x tan aت (cot x cot a

.کنیممیتر را حل ي پیچیدهکنیم و سپس چند معادلهها را بررسی میدر این بخش ابتدا این چهار حالت کلی و معادلات قابل تبدیل به آن

sinمعادلات به شکل  x sin a

sinي  خواهیم معادله فرض کنید می   x  1
sinیا در واقع    (2 x sin  ي مثلثاتی اگر انتهايطبق دایره. را حل کنیم  ) 6

sinباشـد، داریـم      Bو   Aي  در یکی از دو نقطه     xي  کمان متناظر زاویه   x  1
xمتنـاظر    Aي  نقطـه . 2 1 و6

xمتناظر Bي نقطه   2 .دست آمده استپس دو جواب معادله به. است6
kو   هاي مثلثاتی زوایاي    دانیم نسبت از طرفی می    2)  کهk Z (اند، پس هر    یکسانx    با مقدارx k x   xیـا    12 k x   22

.نیز جواب معادله است

sinي معادله: نکته x sin aدو دسته جواب دارد :(k Z)
x k a , x k a       1 22 2

sinهاي خاص در حالت x  1 فقط یک دسته جواب داریم(x k x k ــا( ی    2 22 2

sinي  معادله x  1
دانـیم  مـی . تـوانیم حـل کنـیم     را با نمودار نیز می     2

yهاي این معادله همان طول نقـاط برخـورد نمـودار            ریشه sin x  و
yخط   1

.دکنیدر شکل این نقاط را مشاهده می. هستند2

]ي هر یک از معادلات زیر را حل کنید و بگویید در فاصله): 1(يمسأله , ]2چند جواب دارند.
sin) الف x  2 2 1 ب (sin x sin x 2 4 پ (sin x sin x 22 1

sin: داریم)الف:حل x   12
2

sin، پس  x sin( ) 2 :، در نتیجه دو دسته جواب داریم4

x k x k , x k x k                   52 2 2 24 8 4 8
]ي در فاصله. دو دسته جواب وجود دارد , ]2هاي ریشهx  1 8 ،x   2 2 8،x 3

5
xو 8   4

5
.حضور دارند8
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sin: داریم)ب x sin x2 :آید، بنابراین دو حالت پیش می4
x k x x k x k         2 2 4 2 2

kx k x x k x         2 12 2 4 6 2 6
]ي در فاصله. آیددست میدو دسته جواب به    , ]2هاي ریشهx 1  ،x  2 ،x  3 2 ،x 4 6 ،x 5

3
6 ،x 6

5
6 ،x 7

7
6 ،

x 8
9
xو 6 9

11
.حضور دارند9

صورتبهتوانیم ل را میدسته جواب او:تذکّرx k  زیرا (نیز نشان دهیمk Z(.

)صورت توانیم بهمعادله را می)پ sin x )(sin x )  2 1 1 شودپس دو معادله حاصل می. بنویسیم:
sin x sin x sin x sin( ) x k x kــا ی                12 1 2 22 6 6 6

sin x sin x sin x sin( ) x k         1 1 22 2

]ي در فاصله. ه دسته جواب داریمپس س , ]2هاي جوابx   1 2 6 ،x   2 xو 6 3 .حضور دارند2

cosx=cosaمعادلات به شکل 

cosي خـــواهیم معادلـــهفـــرض کنیـــد مـــی x  1
یـــا در واقـــع (2

cos x cos  ي مثلثاتی اگر انتهاي کمـانطبق دایره . را حل کنیم  ) 3

cos: باشـد، داریـم  Bو Aي در یکی از دو نقطه   xمتناظر   x  1
2 .

متناظر   Aي  نقطه
متناظر   Bي  و نقطه  3 است، پس دو دسته     3

xجواب  k   2 xو 3 k  2 .دآیندست میبراي معادله به3

yاز نمودار    cos x          نیز این نتیجه واضح است که با خـطy  1
در 2

.هاي معادله استها همان ریشهکند که طول آننقاطی برخورد می

cosي معادله: نکته x cosaدو دسته جواب دارد:
x k a , x k a     2 2

cosهاي خاص در حالت x  1 فقط یک دسته جواب داریم)x k 2 یاx ( k )  2 1.(

.هر یک از معادلات زیر را حل کنید): 2(يمسأله
cos) الف x cos x2 cos) ب3 x sin x2 3

:آیدش میي قبل دو حالت پیطبق نکته)الف:حل
x k x x k x k         2 2 3 2 2

kx k x x k x        22 2 3 5 2 5
xمثلاً . هاي دسته جواب اول، در دسته جواب دوم حضور دارندتمام جواب   4هاي دسته جواب اول است، که به ازاي یکی از جوابk  10

kxبه این ترتیب جواب کلی معادله . شودیاز دسته جواب دوم تولید م  2
.است5
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A
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51» مثلثات«فصل سوم 

sinدانیم می)ب cos( )  2صورت توانیم معادله را به، پس میcos x cos( x) 2 :بنابراین. بنویسیم32

x k x x k x k           2 2 3 5 2 22 2 5 10
x k x x k        2 2 3 22 2

صورت توانستید معادله را بهمی:)1(تذکّرsin( x) sin x  2 sinبنویسید و با استفاده از روش حل 32 x sin aمعادله را حل کنید.

صورت هاي بهجواب ):2(تذکّرx k   2 xصورت ها بهزیرا این جواب. همگی در دسته جواب اول حضور دارند2 ( k )  4 1 قابـل  2

xصورت  اند، دسته جواب اول نیز به     بازنویسی ( k )  4 1 xحال اگر   . قابل بازنویسی است   10 ( m )  4 1 هـاي دسـته جـواب    یکی از جواب   2

kگذاريجايدوم باشد، با     m 5 ): داریم 1 k ) ( m )   4 1 4 110 توانیم دسته جـواب    پس می . ، پس این جواب در دسته اول حضور دارد        2
.هاي معادله معرفی کنیمي جوابعنوان همهاول را به تنهایی به

اي بـه  انجـام نـدادن ایـن کـار لطمـه     . ها را با هم مقایسه کنیدقبل، دسته جواب   تذکّرهنگام حل یک معادله لازم نیست حتماً مانند          ):3(تذکّر
.کاهدکند، هر چند که از زیبایی و دقت آن میحل شما وارد نمیدرستی راه

cosي معادله): 3(يمسأله x sin x  22 1 اندهاي دو روش یکسانحل کنید و نشان بدهید جوابرا از دو راه.
cosگذاريجايبا :راه اول:حل x sin x 2 :آوریمدست میدر معادله به21

( sin x) sin x sin x sin x ( sin x )(sin x )2 22 1 1 2 1 2 1 1             

sin x 1  یاsin x 1
2 

:آیددست میزیر بهيبه این ترتیب دو معادله
sin x sin( ) x k x ( k )1 2 2 ــا1 2ی 6 6 6

           )1

sin x x k1 2 2
     )2

cosبا استفاده از اتحاد :راه دوم x cos x 22 2 :آیدصورت زیر درمیبهمعادله1
cos x sin x cos x sin x cos x cos( x) x k ( x)2 2 2 2 22 2

            

:آیدمیدستبهي فوق ي زیر از رابطهدو معادله
kx k ( x) x 22 2 2 3 6

        )1

x k ( x) x k2 2 22 2
        )2

.انـد یکـسان حـل  اول هر دو راه    هايابدسته جو براي این منظور باید نشان بدهیم       . هاي راه اول و دوم یکسان هستند      که جواب  لا باید ثابت کنیم   حا
kxبراي این منظور در دسته جواب    2

3 k: گیریمدر نظر میkسه وضعیت را براي 6 m 3 ،k m 3 kیا 1 m 3 :یمدر هر حالت دار.2

m k m

kx m k m

(m ) k m

2 36
2 52 3 13 6 6

2 1 3 22

   
        


     
هاي بخش کنند و حالت سوم همان جواباز روش اول را بیان می) 1(هاي بخش بینید که دو حالت اول همان جوابمیmبا توجه به صحیح بودن 

.از راه اول است) 2(
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cosي مثلثاتی هاي کلی معادلهجواب): 1(تست x sin x2 صورتبهix k2 6
  مقادیر يمجموعه. بیان شده استi کدام است؟

)83-سراسري(
1 ({ , }7 92 ({ , , }1 3 53 ({ , , }1 4 74 ({ , , }1 5 9

:گیریمحل اول سه دسته جواب زیر را نتیجه میمثلاً با راه. ایمي قبل حل کردهرا در مسألهاین تست:حل
x k , x ( k ) , x k           2 2 1 26 6 2

xدسته جواب    k  2 xصورت  را به  2 k   32 هاي چون انتهاي کمان  (توانیم نشان دهیم    نیز می  2 3و 2
، پـس سـه   )اندیکسان2

:اند ازدسته جواب عبارت
x k , x k , x k       5 92 2 26 6 6

ixصورت این سه دسته جواب به k  2 iاند که قابل بیان6 { , , } 1 5 .درست است) 4(ي بنابراین گزینه. 9

tanمعادلات به شکل  x tan a وcot x cot a

tanي خواهیم معادله فرض کنید می   x  tanي در واقع معادله(را حل کنیم 1 x tan  ي مثلثاتی اگـر  طبق دایره). را4

tan: باشد، داریمBو Aي در یکی از دو نقطه     xانتهاي کمان متناظر     x  متنـاظر  Aي نقطه. 1
Bي و نقطـه 4

متناظر   xاسـت، پـس دو دسـته جـواب         4 k  2 xو 4 k ( k )      2 2 14 بـراي معادلـه   4
.آیددست میبه

xصورت  این دو دسته جواب را به      k   یـا  kچـون  . توانیم ترکیب کنیم  می 4

kا زوج، که در هر حالت فرد است ی  .گیردي بالا قرار میدر یکی از دو دسته4
yاز نمودار    tan x    ي تناوب   نیز که با دوره      متناوب است، این امـر واضـح

yبینید که خـط     می. است  xي بـه طـول   ارا در نقطـه  نمـودار  1  و در (4

xحالت کلی    k   ي هـاي بـالا را دربـاره      مشابه حرف . قطع کرده است  ) 4
cotاي چون معادله x  .توانیم بگوییمنیز می1

tanي معادله: نکته x tan a) یاcot x cot a ( دسته جوابx k a  را دارد.

.هر یک از معادلات زیر را حل کنید): 4(يمسأله
sin) الف x cos x 2 cot) ب2 x tan x 3 

sinصورت  توانیم معادله را به   می )الف :حل x sin( x)  2 دانـیم  مـی . اه دیگر استفاده از نسبت تانژانت است      ولی ر . بنویسیم و حل کنیم    22
cos x 2     زیرا اگر ،cos x 2    داریمsin x  2 cosبـا فـرض    . ، پس تساوي برقرار نیـست     1 x 2    دو طـرف را بـرcos x2  تقـسیم

:آوریمدست مییم و بهکنمی
sin x tan x tan x tan( ) x k x k
cos x

                2 1 2 1 2 22 4 4 2 8
cotگذاريجايبا )ب x

tan x
 :آوریمدست میبه1

tan x tan x tan x tan x
tan x

2 21 1 13 1 3 3 3
          

B

A
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  4
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53» مثلثات«فصل سوم 

:آیددو حالت پیش می
tan x tan( ) x k

tan x tan( ) x k

1
6 63

1 5 5
6 63

      

       

.را به یکی از چهار صورت قبلی تبدیل و سپس آن را حل کنیدمعمولاً در معادلات دیگر باید با استفاده از اتحادهاي مثلثاتی، معادله

.هر یک از معادلات زیر را حل کنید): 5(يمسأله
sin) الف x sin x2 2  ب (sin(x ) cos (x )2 32 18 8

    

)sin) پ x) sin( x )32 38 8
   ت ((tanx cotx) tan x cot x   2 22 2

3
)tan) ث x) tan(x ) 112 6

    ج (cos x sin x
cos x

12 

sinبا توجه به )الف: حل x sin x cos x2 :داریم2
sin x cos x sin x sin x(cos x ) sin x cos x2 2 2 1 ــا1 ی          

cosدانیم وقتی   می x 1    ًقطعا ،sin x   . هاي پس اگر جوابsin x  درنتیجـه تمـام   .ایـم را نیز یافتـه ي دوم هاي معادلهرا بیابیم، جواب
sin:اند ازعبارتهاي معادله جواب x x k   

sinبا توجه به روابط )ب cos( )2
   وcos( ) cos  داریم:

sin(x ) cos( (x )) cos( x) cos(x )3 3
8 2 8 8 8
           

:آوریممیدست بهیهي اولاین نتیجه در معادلهگذاريجايبا 
t cos(x )

cos(x ) cos (x ) t t t
3

2 283 32 1 2 1 18 8
           

cos(x ) x k x k3 3 31 2 28 8 8
           

)sinتوانیم می)پ x )3 8
 را بر حسبsin( x)3

8
 داریم. بیان کنیم:

sin( ( x)) sin( x) sin( x) sin( x) sin( x ) sin( x ) sin( ( x))3 9 33 3 3 3 3 3 38 8 8 8 8 8 8
                     

xحال اگر قرار دهیم  t3
8
   توانیم بیان کنیمزیر میصورتبه، معادله را:

sin t sin t sin t sin t sin t sin t( sin t )       3 22 3 2 3 4 4 1
sinپس  t   یاsin t 1

2 کنیمپاسخ نهایی را به خودتان واگذار می(.توان حل کردهاي حاصل را به راحتی میکه هر کدام از معادله(.
tan)با توجه به تساوي )ت x cot x) tan x cot x2 2 2 2    اگر در معادله قرار دهیم ،y tan x cot x آوریمدست می، به:

y y y22
3

    یا y 2
3



cot x x k
tan xy tan x cot x tan x cot x

tan x tan x tan x cot x x k

2 2 2 21 1 2 2 2 1 22 2 2 33

                     




kxپس  2 4
   یاkx 2 3

  .
)tanصورتمعادله را به:راه اول) ث x) cot(x )    12 :حال با استفاده از اتحادها داریم. نویسیممی6

cot(x ) cot( x) tan( ( x)) tan( x)6 6 2 6 3
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:ي زیر را حل کنیمبنابراین باید معادله
ktan( x) tan( x) x k x x k x212 3 3 12 4 2 8

                   

x: فرض کنید:راه دوم 6
   وx12

   بق معادلهط، بنابراین:tan tan 1    .اتحاد زیر را در نظر بگیرید:
tan tan

tan( )
tan tan1
    

  

)tanجواب معادله باشد، براي آن       xپس اگر    )   دانیم جز بـراي مقـادیر       می .نشده است مقداري تعریفk 2
     ،tan( ) 

:درنتیجهشده است،تعریف
kk (x ) ( x) k x k x3 322 6 12 2 4 2 8

                        

دسته جواب راه اول نشان دهیدصورتبهرا دقیقاً راه دومتوانید پاسخ می:تذکّر:
(k )k k kx x

13
2 8 2 2 8 2 8 2 8

                  

cosواضح است که )ج x   ، بر با تقسیم طرفینحالcos xداریم:
tan x tan x tan x tan x tan x tan x tan x

cos x
2 2

2
1 ــا 1ی 2 1 2 1 2 2             

tanي براي حل معادله(.قابل حل استراحتی بهي فوق هر یک از دو معادله x  2ي فرضی مانند ي معروفی ندارید، یک زاویهچون زاویه با
tan  .)در نظر بگیرید2

sin)ي معادله): 2(تست x )(sin x )(sin x )1 1 1
2 3 4    ي در بازه[ , ]2  83-آزاد(چند ریشه دارد؟(

1 (82 (63 (44 (2
]ي  در فاصله :حل , ]2    همواره داریمsin x    هـاي معادلـه    هدر نتیجه ریـش    ،توانند صفر باشند  اول و سوم نمی    هاي پرانتزهاي ، پس عبارت

sinي  در رابطه فقط   x   yتوان مشاهده کرد که خط      به راحتی می  . کنندصدق می  13   y، نمودار   13 sin x        را در دو نقطه در این فاصله
.درست است)4(ي بنابراین گزینه. یجه معادله دو ریشه داردر نتد. کندقطع می

sinي مثلثاتی جواب کلی معادله): 3(تست x sin x sin( x)4 2 32
   81-سراسري(، کدام است؟(

1 (k
6
2 (k

3
3 (k

2 3
 4 (k

3 6
 

sin: اولاً:حل x sin x sin( x) cos x   4 2 3 :، حال با استفاده از روابط تبدیل به ضرب داریم32
k) cos x x k x

sin x cos x cos x cos x( sin x )
) sin x x k x k

1 3 3 2 3 62 3 3 3 2 1 1 52 2 ــا2 2ی 6 6

                      





کـه نـشان دهیـد    آن  بـراي   . شـود مـی ) 4(ي  پس جواب کلـی معادلـه گزینـه       . اندلي او هاي معادله اي از جواب  ي دوم زیرمجموعه  هاي معادله جواب
، سـه حالـت فـرض کنیـد         kدر دسـته جـواب اول بـراي         . عمل کنیـد   )3(ي  مسأله ي اول حضور دارند، مانند راه     ي دوم در معادله   هاي معادله جواب

)k m3 ،k m3 1  وk m3 2 (آیندو حالت دسته جواب دوم به وجود میشان دهید هر د، و ن.
.درست است)4(ي بنابراین گزینه

2 

y

x  2
y sin x1 

y 1
3 
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55» مثلثات«فصل سوم 

.هر یک از معادلات زیر را حل کنید): 6(يمسأله
sin) الف x sin x sin x cos x cos x cos x2 3 2 3    

) ب
sin x sin x sin x

1 1 1
2 3 پ ((cos x cos x)(cos x cos x) 13 4 3 4  

:کنیمب، دو طرف معادله را به ضرب تبدیل میبا استفاده از روابط تبدیل جمع به ضر)الف:حل
sin x sin x sin x cos x cos x cos x sin x cos x sin x cos x cos x cos x        3 2 3 2 2 2 2 2 2 2

sin x( cos x ) cos x( cos x ) ( cos x )(sin x cos x)       2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 

cos: رسیمبه دو معادله می x   sinو 12 x cos x2 .ایمي هر یک از این معادلات را قبلاً حل کردهنمونه. 2
sinمعادله را در دو طرف)ب x sin x sin x2 2 :ضرب کنید و سپس از روابط تبدیل به جمع استفاده کنید3

sin x sin x sin x sin x sin x sin x cos x cos x cos x cos x cos x cos x2 2 3 2 3 2 2 5 2 4 3       
cos x cos x cos x cos x sin x sin x sin( x)sin x5 3 2 4 2 4 2 3          

sin x(sin x sin x) sin x sin x sin x3 4 3 ــا4 ی      

sin x  مکنیي دوم را پیدا میهاي معادلهپس فقط ریشه. نیستي معادلهدر دامنه:
x k x x k

sin x sin x ( k )
x k x x

4 2 3 2
3 4 2 14 2 3 7

               
sin:داریم هاقابل قبول است، زیرا به ازاي آن       دسته جواب اول غیر    x   .    هاي خاصی که به ازاي اما دسته جواب دوم قابل قبول است، مگر حالت

k2ها آن 1 زیرا در این حالات نیز داریم،است7مضرب :sin x  .
:کنیمتر میابتدا عبارت سمت چپ را با استفاده از اتحادهاي مثلثاتی ساده)پ

(cos x cos x)(cos x cos x) (cos x cos x) cos x cos x cos x( cos x cos x cos x cos x)     3 4 3 3 4 2 2 2 2 3 2 4
cos x(cos x cos x cos x cos x) cos x cos x cos x cos x cos x cos x cos x cos x       2 2 4 3 5 2 2 2 4 2 3 2 5

(cos x ) (cos x cos x) (cos x cos x) (cos x cos x)       1 1 1 14 1 6 2 5 7 32 2 2 2
1برابر بالابا توجه به معادله مقدار عبارت 

:پس داریم،ستا4
x xcos x cos x ... cos x sin (cos x cos x ... cos x) sin          11 2 7 2 2 72 2 2

:گیریمهاي مثلثاتی آموختیم، نتیجه میي مجموعي محاسبهدرباره) 3-3(چه در بخش آنمانند 
x x ksin x sin sin sin x x15 15 2

2 2 2 2 15
      

xsinها به ازاي آنکه را تیي حالاهمهچرا؟ در واقع باید(باشد 15مضرب kهاي نهایی نباید تنها دقت کنید که در جواب 2 ها حذف کنیداز جواب.(

معادلات کلاسیک
با . ستها یکسان احل آنشود و راهفرم کلی این معادلات در مسائل زیاد ظاهر می. گویندمعادلات کلاسیک میی رااي خاص از معادلات مثلثاتدسته

معادلات کلاسـیک نـوع اول   جا ما، در این)کلاسیک نیاوردههر چند که نامی از (که کتاب درسی سه حالت این معادلات را بررسی کرده     توجه به این  
.کنیمبررسی می) و علاوه بر آن نوع چهارم را که با معلومات ما قابل حل است(تا سوم را 

.هاي زیر را حل کنیدمعادله): 7(يمسأله
sin) الف x cos x 3 cos) ب2 x sin x 3 2 2

aدیدید که هر عبارت به شکل ) 1-3(در بخش )الف: حل sin x bsin xصورت توانیم بهرا میa b sin 2 :داریم. بازنویسی کنیم2
sin x cos x sin x cos x sin(x ) sin3 213 2 2 2 2 6 4

        

x k x k x k k3 ــا7 2ی 2 2 ــا2 6ی 4 6 4 12 12
                   

*
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دو اتحاد ) 1-3(در بخش )ب
xtan

sin x
xtan


 2

2 2
1 2

و 
xtan

cos x
xtan






2

2

1 2
1 2

x(t: این روابط داریمگذاريجايبا . ایمرا ثابت کرده tan ) 2

t t t t (t )( t )
t t

           
 

2 2
2 2

1 23 2 2 5 4 1 1 5 1
1 1

 

xtanي پس باید دو معادله  xtanو 12   12 .کنیمها را به خودتان واگذار میرا حل کنیم که حل آن5

aمعادلاتی به شکل :نتیجه sin x a cos x a 1 2 .گویندرا معمولاً معادلات کلاسیک نوع اول می3
:توانیم حل کنیمگونه معادلات را به دو روش میاین

aنوشتن -1 sin x bcos x به شکلa b sin 2 2

گذاريجاي-2
xtan

sin x
xtan


 2

2 2
1 2

و 
xtan

cos x
xtan






2

2

1 2
1 2

)sinي معادله): 8(يمسأله x ) sin( x)    2 3 2 16 .را حل کنید3

:با استفاده از روابط مقدماتی داریم:حل
sin( x) cos( ( x)) cos( x)2 2 23 2 3 6

        

:آوریمدست میدر معادله بهبالاي نتیجهگذاريجايبا 
sin( x ) cos( x )2 3 2 16 6

    

:درواقع داریم. ي کلاسیک نوع اول استاین معادله نیز شبیه یک معادله
sin( x ) cos( x ) sin( x ) sin sin( x ) sin31 12 2 2 22 6 2 6 2 6 3 6 6 6

                

x k x k x k x k5ــا 2ی 2 2 2 ــا 6ی 6 6 6 6 2
                

sinي معادله): 4(تست x cos x2 2 2 ي در فاصله( , )4 81-آزاد(چند ریشه دارد؟(
4) 34) 23) 2صفر) 1

:کنیمشده براي معادلات کلاسیک نوع اول استفاده میز روش ارائها:حل
sin x cos x ( sin x cos x) cos( x )1 12 2 2 2 2 2 2 2 2 242 2

       

cos( x ) x k x k2 1 2 24 4 8
           

)ي در فاصله , )4آیدمیدستبهادله عچهار جواب متمایز براي م:
x , x , x , x1 2 3 42 38 8 8 8

            

.درست است)4(ي بنابراین گزینه

tanي معادله): 9(يمسأله x cot x  3 1 .را حل کنید3
tanمعادله در دو طرفبا ضرب :حل xداریم:

tan x ttan x ( ) tan x t ( )t t , t           2 2
1 23 1 3 3 1 3 1 3

) tan x x k1 1 4
    

) tan x x k 22 3 3
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57» مثلثات«فصل سوم 

a: معادلات به شکل  :نتیجه tan x a cot x a1 2 3 این معـادلات بـه راحتـی بـا. گویند، را اصطلاحاً معادلات کلاسیک نوع دوم می
tanتغییر متغیر  x tقابل حل هستند.

)ي معادله): 10(يمسأله )sin x ( )cos x sin x    2 21 2 2 1 2 .را حل کنید2

cosکه با توجه به آن:راه اول:حل xsin x 2 1 2
cosو 2 xcos x 2 1 2

:گیریمنتیجه می2
cos x cos x( ) ( ) sin x sin x cos x tan x          1 2 1 21 2 2 1 2 2 2 2 2 12 2 

x k   2 4
x k    2 8

cosدانیم می:راه دوم x  توانیم دو طرف را بر ، بنابراین میcos x2تقسیم کنیم:
sin x cos x( ) tan x ( ) tan x tan x ( tan x)

cos x cos x
           2 2 2

2 2
2 21 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1

tanبرحسب 2ي ي درجهبه این ترتیب به یک معادله xتوانیم آن را حل کنیمایم که میرسیده.

aمعادلات به شکل    :نتیجه sin x a cos x a sin x cos x a  2 2
1 2 3 ایـن. گوینـد لاحاً معادلات کلاسیک نوع سوم مـی      را اصط  4

:توانیم حل کنیممیمعادلات را به یکی از این دو روش

cosهاي گذاريجاي-1 xsin x 2 1 2
2 ،cos xcos x 2 1 2

sinو 2 xsin x cos x  2
2

cosبا شرط -2 x   دو طرف معادله را بر ،cos x2برحسب 2ي ي درجهتقسیم کنیم تا به یک معادلهtan xبرسیم.

sinي معادله): 11(يمسأله x cos x sin x cos x ( )    2 1 .را حل کنید2

sinدانیم می:راه اول:حل x cos x cos(x )   2 :و علاوه بر آن4

sin x cos x sin x cos( x) ( cos (x ) )        22 2 2 2 12 4
cos(xي دومی برحسب ي درجهي اصلی، به معادلهاین دو نتیجه در معادلهگذاريجايبا   ) حـل را بـه خودتـان واگـذاري راهادامـه . رسیممی4

xپاسخ نهایی . (کنیممی k  2 .)شودمی4

tاگر قرار دهیم     :راه دوم  sin x cos x  داریم :t sin x 2 1 tsin، پس  2 x cos x 
21

يایـن نتیجـه بـه معادلـه    يگـذار جـاي با . 2
ي کلاسیک نوع اول خواهیم رسید که حل آن را به خودتـان    ، به یک معادله   tبا پیدا کردن مقادیر ممکن براي       . رسیممی tي دومی برحسب    درجه

.واگذار می کنیم

aمعادلات به شکل    :نتیجه (sin x cos x) a sin x cos x a  1 2 ایـن. گوینـد را اصطلاحاً معادلات کلاسیک نـوع چهـارم مـی          3
.توان حل کردي قبل میمعادلات را به یکی از دو روش بیان شده در مسأله

هاحل معادلات با استفاده از نامساوي
گونه معادلات معمولاً یک طرف تساوي همواره از مقداري در این. نیم حل کنیمتواهاي عبارات میبعضی از معادلات را تنها با در نظر گرفتن محدوده       

.شوندتر است، به همین دلیل تنها در حالت مساوي بودن با آن مقدار، دو طرف برابر میتر و طرف دیگر کوچکبزرگ
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.هر یک از معادلات زیر را حل کنید): 12(يمسأله
cos) الف x cos x2 4 2 ب (sin x sin x cos x25 2  

cos) پ x( sin x)232 1 2 14 

cosدانـیم همـواره     مـی )الـف :حل x , cos x1 2 4 1   .     پـس همـوارهcos x cos x2 2 4 2    .  ي صـورت سـؤال چـون       در معادلـه
cos x cos x2 4  باید هر دو مقدار      پس قرار دارد  2ترین مقدار خود یعنی     در بیشcos x2   وcos x4  باشـند  1ترین مقدار خود یعنـی      در بیش .

cosي هاي دو معادلههاي معادله اشتراك جوابجواببنابراین x2 1 وcos x4 1از طرفی داریم. هستند:
cos x cos x cos x22 1 2 2 1 1 4 1     

cosي  هاي معادله نی جواب یع x 2 cosي  هاي معادله ، بخشی از جواب   1 x 4 cosهـاي   هـا، همـان جـواب     هستند و اشتراك جواب    1 x 2 1
:کنیمپس تنها این معادله را حل می.است

cos x x k x k2 1 2 2     
sin: همواره داریم. ستدلال کنیدمانند قسمت قبل ا   )ب x sin x2 5 2     و عـلاوه بـر آن :cos x22 2 3  ) طـور کـه   همـان ). چـرا؟
:زمان برقرار باشندگیریم باید هر سه تساوي زیر همنتیجه می. باشند2توانند برابر باشند که هر دو برابر بینید دو عبارت تنها در یک حالت میمی

sin x sin x , cos x1   , 5 1   
sinوقتی   x 1داریم ، :cos x    ي و چون باید از سه جواب اشتراك بگیریم، لازم نیـست معادلـهcos x    يدو معادلـه . را بررسـی کنـیم

:کنیمحل میرا یگرد
sin x x k , sin x x k          1 2 5 1 5 22 2

xدانیم اگر می k  2 :داریم2


m

x k ( k ) ( k ) m                55 10 10 2 2 5 1 22 2 2 2
x،یعنی اشتراك دو جواب. ي دوم نیز هستندهاي دستهي اول جزئی از جوابهاي دستهپس جواب k  2 .شودمی2

sin: با توجه به این که    )پ x21 31 2 14 4  )و  ) چرا؟cos x1 2 1   1دو برابر شود که هرمی1ضرب دو عبارت برابر ، تنها وقتی حاصل
cos: یعنی. باشند x2 1 وsin x2   .پس :x k x k2 2   

sinي هاي معادلهجمع جوابحاصل): 5(تست x cos x22 1   ي روي بازه[ , ]2 کدام است؟
1 (8

3
2 (10

3
3 (34 (11

3


sinکه با توجه به آن:حل x cos x  22 1 :داریم2
x k x x ( k )

cos x cos x cos x cos x cos( x) ( k )
x k ( x) x

2 2 2 1
2 2 2 12 2 3

                          


]ي هدر فاصل , ]2 آیدمیدستبهجواب متمایز براي معادله دو :{ , }5
3
 . 8ریشه برابر است با دومجموع این

3
 .درست است)1(ي بنابراین گزینه.

.را بیابیدmي مقادیرزیر ریشه داشته باشد، محدودهيدلهاگر معا): 13(يمسأله
sin x sin x cos x cos x mcos x4 2 2 4 4  

:کنیمعبارت سمت چپ را ساده می:حل
cos xsin x sin xcos x cos x (sin x cos x) sin xcos x sin x ( ) cos x4 2 2 4 2 2 2 2 2 21 1 1 4 7 11 2 1 44 4 2 8 8

          

:آوریممیدستبهاین نتیجه در معادله گذاريجايبا 
cos x mcos x (m )cos x cos x

m
7 1 7 1 74 4 4 48 8 8 8 8 1      



: براي آن که معادله جواب داشته باشد، باید
m

71 18 1  


m: دهدو حل این نامعادله نتیجه می ( , ] [ , )3 14    
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mي معادله) الف): 14(يمسأله tan x cot x 4 ي ، در فاصله( , )2
ي مقادیر محدوده. دو جواب متمایز داردmرا بیابید.

sinي مثلثاتی در معادله) ب x k sin x28 2 1 ي هاي متمایز در فاصله، مجموع جواب[ , ] 3برابر
4
مقدار . استkرا بیابید.

tan: اگر قرار دهیم)الف:حل x tداریم ، :cot x
t
1 رسیمي دوم میي درجهبه یک معادلهگذاريجايو با:

mmt t t
m

2 2 44 1      

),(ي  در فاصله  x2و   x1ي متمایز   ي اصلی دو ریشه   معادله 2


 چون  . داردt tan x1 1   وt tan x2 2،       پس هر دو مقـدارt1   وt2    مثبـت و
.داشته باشدي مثبت و متمایز دو ریشهباید ،tي دوم بر حسب ي درجهیعنی معادله. متمایزند
اولاً باید    یعنی ، :m 4 .هـا مثبـت باشـد   ضرب ریشهها و هم حاصلجمع ریشهثانیاً باید هم حاصل .

m
4   و

m
1   . پـسm   و

m: اشتراك این محدوده با شرط قبلی عبارت است از 4 

cosابتدا دقت کنید که )ب x   . زیرا اگرcos x   ،8: آوریممیدستبهدر معادله گذاريجايبا گاه آن 1حال دو طرف. ، که تناقض است
cosمعادله را بر  x2ر حسب کنیم که معادله بتقسیم میtan xمرتب شود:

tan x k tan x tan x tan x k tan x
cos x

2 2 2
2

18 2 1 7 2 1        

tanاگر قرار دهیم     x tشـود ي اصلی منجر مـی به یک دسته جواب براي معادلهکه هرکدامي دوم حاصل حداکثر دو جواب دارد ي درجه، معادله .
)ي در هر حال در فاصله , )ي ها رابطهخواهیم بین ریشهمی). چرا؟(ها منحصر به فردند این جوابx x1 2

3
4
 در نتیجه. برقرار باشد:

tan x tan x
tan(x x )

tan x tan x
1 2

1 2
1 2

1 11


     


tي در معادله kt27 2 1    مجموع دو ریشه برابر است باk2
71ضرب آن دو و حاصل

7پس داریم. شودمی:
k

k k k
( )

2
7 1 41 4 41 7


       

 

.معادله ریشه هم دارد،توان بررسی کرد که به ازاي این مقداربه راحتی می

4-3هاي بخش تمرین

]ي سپس تعیین کنید که هر معادله در فاصله. هر یک از معادلات مثلثاتی زیر را حل کنید-1 , ]4چند جواب دارد.
sin) الف x cos x2ب (cos x sin x cos x2 2
tan) پ x tan x3 sin) ت2 ( x) cos ( x)   3 3 

tan) ث x sin x sin) ج2 x
sin x

 2 2 3

sin) چ x cos x 2 )sin) ح1 x) sin( x)
tan( x)

cos x cos( x)
      


2 2 2

2
.هر یک از معادلات زیر را حل کنید-2

cos) الف x cos x cos x6 sin) ب5 x cos x sin x sin x cos x  4 3 4 

sin) پ x sin x
sin x
 7 sin) ت23 x cos x 2 3 2 2

sin) ث x cos x sin x 2 2 sin) ج2 x sin x 22 2 1
cos) چ x sin x cos x   24 3 1 2 sin) ح2 x cos x cos x 2 1

2
)sin) خ x) sin( x)    52 14 sin) د2 x cos x sin x 6 6 25 24



*
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fنقاط تلاقی نمودار تابع -3 (x) sin x sin x sin x sin x    4 3 22 3 2 .دست آوریدها را بهxبا محور 3

.یر را حل کنیدهر یک از معادلات ز-4

sin)) الف x cos x) sin x   3 2 2 sin) ب5 x cos x sin x 3 3 1 2
2

)tan) پ cos x) cot( sin x)  2ت (sin x cos x sin x  2 2 1 4

cos) ث x cos x cos x cos x   2 2 2 22 3 4 sin(x) ج2 ) cos( x)    2 15 111 22
)sin) چ x ) sin( x) sin x    43 3 3 2 29 tan) ح18 x tan x tan x tan x tan x tan x  3 3 2 2

]ي هر یک از معادلات زیر در فاصله-5 , ]2چند جواب دارد؟

sin) الف x cos x 4 4 3
tan) ب4 x cot x cot x tan x 3 4 2 4

)) پ sin x )( sin x )...( sin x )   2 2 22 1 2 2 2 10 

tanي اگر معادله) الف-6 x (a )cot x  1 )ي ، در بازه2 , )2 دو جواب متمایز داشته باشد، حدود مقادیرaرا بیابید.
)ي اگر معادله) ب a ) tan x (a )cot x   2 3 1 .را بیابیدaي مضاعف داشته باشد، مقدار ریشه2

tanي هاي معادلهریشهx2و x1اگر ) پ x cot x k  2 ]ي در فاصله1 , ] باشند و بدانیمx x  1 2
3
.دست آوریدرا بهk، مقدار 4

.معادلات زیر را حل کنید-7

sin) الف x cos x cos x sin x 2 2 1
2

sin(x) ب ) tan x cot x  2 4
sin) پ x sin x sin x cos x    218 10 20 3 tan) ت2 x cot x tan x cot x   2 24 4 2 4 2 4 6
sin) ث x cos x sin x   sin) ج22 x tan (x )  24 2 44
sin) چ x cos x sin x cos x sin x cos x   3 2 2 2 48 3 2 1
cos) ح x cos x(sin x cos x)

cos x sin x
 


32 2 2
*

*
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توابع مثلثاتی: 3-1

شـما در درس  . اي در حـساب دیفرانـسیل و انتگـرال و علـوم مهندسـی دارد     هاي بسیار مهم ریاضی است که اهمیت ویژه بحث مثلثات یکی از بحث    
 ـ) 2(در درس ریاضـی     . ایـد ها آشنا شـده   هاي مثلثاتی و بعضی از اتحادهاي مقدماتی مربوط به آن         با تعریف نسبت  ) 1(ریاضی   ي مثلثـاتی و  ز دایـره  نی

. رو شویدهاي قبل روبهتر از سال  اید که با مثلثات به شکل مجرد و جبري        به این ترتیب حال آماده    . ایدکاربردهاي مثلثات در مسائل هندسی را آموخته      
گیـریم و اتحادهـاي   هـا را یـاد مـی   آناید، چهار تابع اصلی مثلثاتی و نمودارچه پیش از این آموختهدر این بخش ضمن مروري کوتاه و مختصر بر آن 

.مقدماتی را خواهیم آموخت

هاي مثلثاتی براي زوایاي حادهتعریف نسبت
نوس یسکو (sin)نوس یسيهال نسبتکن شیاياز رو. دیریدر نظر بگaو c ،bو اضلاع Ĉقائميهیرا با زاوABCيهیالزاومثلث قائم

(cos) تانژانت ،(tan) تانژانت کو(cot)انت ک، س(sec)انت کسکو(csc)1:شوندیف میر تعریبه صورت ز

a b
sin A cosA

c c
 

a b
tan A cot A

b a
 

c c
cscA secA

a b
 

هاارتباط بین نسبت
:ردکدا یها را پن آنیبيتوان رابطهیمیمثلثاتيهانسبتيهیف اولیبا استفاده از تعر

sin cos
tan , cot

cos sin

sec csc
cos sin

1 1 ,

 
   

 

   
 

:دیآیدست مر بهیزیهیفوق دو اتحاد بدين تساویاز اولثاغورث و استفاده یفيبا استفاده از رابطههمچنین
) sin cos ) tan .cot2 21 1 2 1      

ي مثلثاتیزاویه
.دهیممفهوم زاویه را به شکل جبري گسترش می،براي این منظور. هاي حاده سروکار نداریمدر مثلثات ما فقط با زاویه

حرکـت در خـلاف     . شـود خط مشخص می  ي استاندارد با جهت چرخش و میزان چرخش یک نیم         ي مختصات یک زاویه   صفحه دانید، در چه می چنان
ي عددي زاویه را میزان چرخش نیز اندازه . شودمشخص می  و در جهت ساعتگرد با علامت        با علامت   ) پاد ساعتگرد (هاي ساعت   جهت عقربه 

ها تـا  xمیزان چرخش از محور (اند خط مشخص شدهایم که همگی با یک نیممختلف را مشخص کردهي هاي زیر سه زاویهدر شکل . کندتعیین می 
).شودخط در نظر گرفته مینیم

.ایما اشاره کردههجا فقط براي کامل بودن بحث به آندر این. هاي مثلثاتی سکانت و کسکانت کاربرد زیادي ندارندنسبت-1

مثلثات

A

CB a

c b

  135
x

y

  225
x

y

  495
x

y
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3» مثلثات«فصل سوم 

واحد رادیان
در مباحـث حـد و مـشتق در توابـع مثلثـاتی و      . کنـیم براي زاویه از واحد رادیان استفاده مـی در حساب دیفرانسیل و انتگرال، برخلاف هندسه معمولاً  

ي یـک زاویـه دیدیـد، آن را بـر     اي عددي بدون علامت درجه براي اندازهطور کلی اگر در مسألهبه. ها برحسب رادیان هستندها، زاویههاي آنفرمول
.حسب رادیان باید در نظر بگیرید

ي تـوانیم بـا رابطـه     داشته باشد، ایـن دو عـدد را مـی          Rي  و برحسب رادیان اندازه    Dي  اي برحسب درجه اندازه   اویهاگر ز : یادآوري
D R

180به هم مربوط سازیم.

270ي زاویه:مثالان برابر است بابرحسب رادی : 270 3
180 .رادیان2

ي مثلثاتیدایره
. بیـابیم ) هاي حاده نه فقط زاویه  (ي مثلثاتی   هاي مثلثاتی را براي هر زاویه     توانیم مقادیر نسبت  ي مثلثاتی می  با استفاده از دایره   

.دو قطر آن هستندyو xو به مرکز مبدأ مختصات است که محورهاي 1ي به شعاع اي مثلثاتی، دایرهمنظور از دایره
) xیعنـی   (ي مقابل آن    ي زاویه ، از نظر عددي با اندازه     ABاست، پس طول کمان      1که شعاع دایره    با توجه به آن   

.برابر است

محورهاي سینوس و کسینوس
cosعنوان محورهاي  توانیم دو محور عمودي قطر دایره را به       می x وsin xدسـت  به ایـن ترتیـب بـراي بـه    . در نظر بگیریم

Aي یعنـی نقطـه   (تنـاظر آن روي دایـره       ي انتهاي کمان م   افی است از نقطه   ، ک xآوردن سینوس و کسینوس یک زاویه مانند        

cosپاهاي عمود مقادیر    . هایی عمود کنیم  به این دو محور خط    ) در شکل  x   وsin x     اي ه ـبـراي زاویـه   . دهنـد را نـشان مـی
OAچـون   . هـا سـازگار اسـت     ي نـسبت  توان نشان داد که این تعریف با تعریف اولیه        حاده مانند شکل بالا، به راحتی می        و 1

OBcos: داریمOABي الزاویهدر مثلث قائم x
OA

 . با توجه بهOA  OBگیریم نتیجه می1 cos x.

با توجه به تعریف بالا اگر انتهاي کمان :تذکّرxتعیین کنیمها را به راحتیتوانیم علامت نسبتربع دایره باشد، میدر یکی از چهار:
ربع چهارمربع سومربع دومولربع اxانتهاي کمان متناظر 

sin x
cos x

محورهاي تانژانت و کتانژانت
بـه  . توانیم خطی مماس بر دایره مطابق شکل رسم کنیم و آن را محور تانژانت در نظـر بگیـریم  ي مثلثاتی می  براي دایره 

خط آن زاویه را امتـداد دهـیم تـا محـور را در     کافی است نیم  xدست آوردن تانژانت یک زاویه مانند       این ترتیب براي به   
tanاین نقطه همان    ). Cي  در شکل نقطه  (اي قطع کند    نقطه x     براي توجیه دقـت کنیـد      . دهدرا روي محور نشان می

AB sin x وOB cos x .ي تالس در مثلث از طرفی طبق قضیهOCDداریم:
ODAB OB AB AB sin xOB CD CD CD tan x

CD OD CD OB cos x
        1

. تانژانت در نظر بگیریمکرو رسم کنیم و آن را محور      توانیم خطی مماس بر دایره مانند شکل روبه       شبیه محور تانژانت، می   
ي به این ترتیب نقطه. خط آن زاویه را امتداد دهیم تا محور را قطع کند ویه کافی است نیم   براي پیدا کردن کتانژانت هر زا     

cotقطع شده، مقدار  xدهدرا نشان می.
cotنشان دهید که     روروبهبراي تمرین با روش مشابه روش ما براي تانژانت، در شکل             x CD ) .  مت چرا از علا

)ایم؟استفاده کرده

x
A

B
y

x
O

x

A

B

sin محور  

cosمحورO

C

x

A

B

tan محور

O

C

D

x

cot محور

O

DC
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با توجه به محور تانژانت واضح است که اگر           :تذکّرn Z گاه ، آنtan(n )  خـط زاویـه بـا محـور تانژانـت      تعریف نشده است، زیرا نیم2
cot(nبه همین ترتیب . شودموازي می )نیز تعریف نشده است.

ي مثلثاتیهاي مثلثاتی براساس دایرهروابط بین نسبت
 ،هاي مثلثاتی زوایـایی چـون   توانیم به راحتی ارتباط بین نسبتي مثلثاتی میبا استفاده از دایره      ،  2 و

.دست آوریمرا به…
با توجه مثلاً. انتهاي کمان این دو زاویه نسبت به مبدأ متقارن است. را در نظر بگیرید  و   ي  براي مثال زاویه  

در Aي نقطه(کنند د دهیم هر دو در یک نقطه محور تانژانت را قطع میاین دو زاویه را امتدا هايخطبه شکل، اگر نیم   
)tan، پس )شکل ) tan    .

، پـس  )Cو Bنقـاط  (شـود  ي قرینـه مـی  هـا دو نقطـه    هـا بـر محـور سـینوس       بینیـد کـه پـاي عمودهـاي انتهـاي کمـان           به همین ترتیـب، مـی     
sin( ) sin     .

ها بـه خودتـان   اثبات آن(ي زیر آمده است ها در نکتهترین آن دست آوریم که مهم   توانیم به ي مثلثاتی روابط متنوعی از این نوع می       با استفاده از دایره   
).واگذار شده است

:روابط زیر برقرار استnو هر عدد صحیح ي براي هر زاویه: نکته
.اندکاملاً یکسانn2و هاي مثلثاتی تمام نسبت-1
nsin(n: داریم-2 ) ( ) sin     1وncos(n ) ( ) cos     1.

tan(n: ریمداهمچنین ) tan     وcot(n ) cot    .
)cos: داریم-3 ) cos  هاي ، ولی سه نسبت دیگر زاویه واندقرینه.
)sin: داریم-4 ) sin   هاي اویه، ولی سه نسبت دیگر ز واندقرینه.

ي مثلثاتی، هر چند در ابتدا سرعت کمی دارید، ولی به با هر بار رجوع به دایره. کنیم که از حفظ کردن روابط بالا خودداري کنیدتوصیه می:تذکّر
.کنیدها را فراموش نمیوقت آنید و البته هیچشوخود مسلط میمرور بر این روابط به خودي

nو هاي مثلثاتی ارتباط نسبت: نکته   2)nعدد فرد(
 ـ. شـود در دو زاویه عوض می    ) تانژانت و کتانژانت   همچنینو  (در این موارد جاي سینوس و کسینوس         ن اسـت عـلاوه بـر       ممک

.توان متوجه شدي مثلثاتی میرا با توجه به جایگاه زاویه در دایرهعوض شود که تغییر علامت همعلامت تعویض، 

هاي مثلثاتی خواهیم ارتباط نسبتفرض کنید می:مثال و  3
.دست آوریمرا به2

)sinبراي   )  3
با توجه به شکل بـراي یـک         همچنین،  )cosو   sinتغییر  (استفاده کنیم    cosدانیم باید از    می 2

)sinمثبت و  ،cosي مثالی زاویه )  3
)sin: بنابراین. منفی است2 ) cos     3

2
)cosگیــریم بــا اســتدلالی مــشابه نتیجــه مــی ) sin    3

همچنــین، )جــا علامــت منفــی نــداریم؟چــرا ایــن(2

tan( ) cot     3
)cotو 2 ) tan     3

2.

.ات زیر را بیابیدحاصل هر یک از عبار): 1(يمسأله

A) الف cos( ) tan( ) cot( )
125 125 1252 3 44 4 4

  
    ب (n n

(n N) B sin( ) cos( )2 2
 

  



A
B

C



A

B
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5» مثلثات«فصل سوم 

)cot: ي مثلثاتی داریمبا توجه به دایره)الف: حل ) cot    وcos( ) cos   .در نتیجه:
A cos( ) tan( ) cot( )2 31 3 31 4 314 4 4

  
        

( ) cos( ) tan( ) cot( ) ( )31 31 12 1 3 4 2 1 3 1 4 1 2 14 4 4 2
  

               

):nو حالت فرد بودن nحالت زوج بودن (کنیم له را به دو حالت تقسیم میمسأ)ب
k k) n k B sin k cos k ( ) ( )1 2 1 1          

k k) n k B sin(k ) cos(k ) ( ) ( )2 2 1 1 12 2
 

             

 که در هر دو حالت با توجه به این :تـذکّرn k2 وn k 2 n، داریم 1
k [ ]2 ،ي بالا را به صـورت زیـر بـا هـم     توان دو نتیجهپس می

:ترکیب کرد
n

[ ]n n
sin( ) cos( ) ( ) 212 2

 
  

اتحادهاي مثلثاتی مقدماتی
sinي اصلی با استفاده از دو رابطه     cos   2 2 tanو 1 cot   توانیم چند اتحاد ساده و هاي مثلثاتی میو ارتباط مقدماتی بین نسبت1

)کنیماثبات این اتحادهاي ساده را به خودتان واگذار می: (دست آوریمپرکاربرد را به
) tan ) cot

cos sin
     

 
2 2

2 2
1 11 1 2 1

tan) cos ) sin
tan tan

   
   

22 2
2 2

13 4
1 1

.ثابت کنیدهر یک از اتحادهاي زیر را ): 2(يمسأله

)) الف sin x cos x)( sin x cos x) sin x cos x

cos x sin x

2 2
4 4

1 1 1  




sin) ب x cos x
sin x cos x

sin x cos x

3 3
1

 


sin) پ x cos x
sec x tan x

tan x cot x

2 2 2 2
2 2 1

1 1
   

 

)) ت sin x cos x)
( sin x cos x)

sin x cos x

3 3 22 1 12
 

  
 

:رسیمکردن آن به طرف دیگر میکنیم و با سادهشروع می) نامیممیAدر این مثال طرف چپ که آن را (از یک طرف تساوي )الف: حل
sin x cos x sin x cos x sin x cos x

A
sin x cos x sin x cos x

2 2 2 2 2 2
4 4 4 4

1 1 2  
 

 
sinحال با توجه به  x cos x 2 2 : داریم1

(sin x cos x) sin x cos x sin x cos x
A

sin x cos x sin x cos x

2 2 2 2 2 4 4
4 4 4 4

2 1  
  

 
:توان نوشتطبق اتحاد چاق و لاغر می)ب

sin x cos x (sin x cos x)(sin x sin x cos x cos x)3 3 2 2    

sin x cos x (sin x cos x)( sin x cos x)3 3 1    
sinبا تقسیم دو طرف تساوي بر  x cos xشوداد ثابت میاتح.
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: ابتدا با ساده کردن دو جزء از مجموع سمت چپ تساوي داریم)پ
sin x cos x sin x cos x

(sin x cos x) (sin x cos x)
tan x cot x

cos x sin x

2 2 2 2 2 2
2 2

2 2
1 11 1

     
 



: بنابراین طرف چپ برابر است با
sec x tan x

cos x

2 2
2

1 1   

sinکنیم فرض می)ت x cos x t  وsin x cos x3 :داریم.یابیممیtرا بر حسب 3
t

t (sin x cos x) sin x cos x sin x cos x
22 2 11 2 2


     

:توان ثابت کردمی) ب(از طرفی مانند قسمت 
t t

sin x cos x (sin x cos x)( sin x cos x) sin x cos x t( ) ( t )
23 3 3 3 211 1 32 2


         

: به این ترتیب با شروع از طرف چپ تساوي داریم
t

( ( t ))
( (sin x cos x)) t t (t )(t t )

(t ) (sin x cos x )
sin x cos x t t t

23 3 3 2 2 2
2 1 32 1 2 3 2 2 12 1 12 2 2 2

       
       

    

sinعبارتحاصل): 1(تست x cos x
(tan x cot x)

sin x cos x

4 4 2
2 2


 83–آزاد (است؟ دامک(

1 (22 (23 (14 (صفر
sinتساوي با استفاده از :حل x cos x sin x cos x  4 4 2 21 : داریم2

sin x cos x sin x cos x sin x cos x
(tan x cot x) ( )

sin x cos xsin x cos x sin x cos x

4 4 2 2 2 22 2
2 2 2 2

1 2  
   

sin x cos x

sin x cos x sin x cos x

2 2
2 2 2 2

1 2 1 2
   

. درست است) 1(ي بنابراین گزینه

.را بیابیدbو aیک اتحاد باشد، xع مقادیر اگر عبارت زیر براي جمی): 3(يمسأله
(a bsin x bcos x) ( sin x)( cos x)2 2 1 1    

.ي آن برقرار باشدیک تساوي در صورتی اتحاد است که براي تمام مقادیر دامنه:حل
sin: فرض کنید:راه اول x cos x t  . ایم براي سادگی محاسبات قرار داده(در این صورت داریمsin x cos x y:(

t (sin x cos x) sin x cos x y2 2 1 2 1 2     
:آوریممیدستبهاین نتیجه در تساوي اولیه گذاريجايبا 

t y(a bt) ( t y) a b t abt t y a b ( y) abt t y
2 1 22 2 2 2 2 22 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2                 

:آوریممیدستبهکردن دو طرف تساوي با مرتب
a b ( ab)t ( b )y t y2 2 22 2 2 2 2      

:یعنی. ف مساوي باشندکه تساوي فوق یک اتحاد باشد، باید ضرایب دو طربراي آن
( , )1 1یا{a b , ab , b } (a,b) ( , )2 2 22 2 2 2 2 1 1         

xبرقرار باشد، براي     xچون تساوي باید براي هر مقدار       :راه دوم      وx     رسـیم  این مقادیر به دو معادله می  گذاريجايبا  . نیز صادق است
.آیدمیدستبهbو aها مقادیراز حل دستگاه آنکه
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7» مثلثات«فصل سوم 

توابع مثلثاتی
با یک تـابع مثلثـاتی   ها، در واقعهاي مثلثاتی قبل یا عبارتی شامل آناي برحسب رادیان باشد و خروجی آن یکی از نسبت اگر ورودي یک تابع، زاویه    

ایـم و  ها با رونـدي تنـاوبی مواجـه   هاي طبیعی را مدل کنیم، چرا که در بسیاري پدیده  توانیم بسیاري از پدیده   با استفاده از توابع مثلثاتی می     . ایممواجه
.هاي مثلثاتی هستنداید، بخش مهمی از توابع متناوب، تابعدیده2چه در فصل چنان

fبراي مثال، تابع . توانیم درکی از نمودار توابع مثلثاتی داشته باشیمي مثلثاتی میرهبا استفاده از دای   (x) sin xاین تابع به هـر  . را در نظر بگیرید
sin، مقدار xي زاویه xدقت کنیدرو روبهبه شکل . دهدرا نسبت می.

x  ،x  ،sinبینید که چگونه    یم x   وsin( x)  را روي نمودار تابعf هـاي  با طـول
روي دایـره شـروع بـه    Kي  در واقع اگر شما از نقطـه      . ایممتناظر روي دایره تطبیق داده    

هـاي سـاعت کنیـد، ماننـد آن اسـت کـه از مبـدأ        حرکت در خلاف جهت حرکـت عقربـه     
yمختصات روي نمودار تابع      sin x   ي عمـودي   در هر لحظه فاصـله    . یددر حال حرکت

.ها استxودي شما در دایره تا محور ي عمها برابر فاصلهxشما تا محور 
.کنیمدر ادامه ما نمودار چهار تابع اصلی را بررسی می. توانیم نمودار توابع مثلثاتی را رسم کنیمبا توجه به این توضیح می

yتوابع  sin x وy cos x

بینیـد  چه می چنان. کنیدنمودار این دو تابع را در دو شکل مقابل مشاهده می          
تـرین  و کـم   1تـرین مقـدار     هر دو داراي بیش   . هایی دارند دو نمودار شباهت  

.هستند1مقدار 

yدر واقع نمودار     cos x    همان نمودارy sin x   ي است که بـه انـدازه
ایـن نتیجـه معـادل اتحـاد     . واحـد بـه چـپ انتقـال یافتـه اسـت      2

cos x sin(x )  .است2

yهاي اصلی نمودارهاي ویژگی: نکته sin x وy cos x
yر دو نمودار بین خطوط ه-1  yو 1  1انداین دو خط بر نمودارها مماس(اند واقع.(

yنمودار   -2 sin x    در نقاطx n     و نمودارy cos x     در نقـاطx n    . کننـد هـا برخـورد مـی     xبـا محـور      2

(n Z)

yنمودار  -3 sin x      در نقاط به طولx n    yبر یکی از دو خط       2  1      مماس است و نمودارy cos x    در نقـاط

xبه طول  n  .(n Z)
Tي تناوب هر دو نمودار دوره-4  2است.
yتابع -5 sin xفرد است و نمودار آن نسبت به مبدأ متقارن است.
yتابع -6 cos x زوج است و نمودار آن نسبت به محورyها متقارن است.

x
x

sin x

sin x
sin x

x
K

x

x

y

x
3
2


2

y sinxy

 
2

1

1

x
3
2


2

y cosxy




1

1

2
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هاي دو محور   دقت کنید که مقیاس   . (ها را بیابید  ي آن ضابطه. هاي زیر نمودار توابعی مثلثاتی رسم شده است       در شکل ): 4(يمسأله
!)مساوي نیستند

) ب) الف

yنمودار تابع شبیه نمودار )الف:حل sin xاگر قرار دهیم . است که در جهت افقی و عمودي باز شده استf (x) a sin bxداریم ،:
aاست، پس 3و 3ترین مقدار تابع برابر ترین و کمچون بیش-1  3.
است، پس 12ي تناوب تابع چون دوره-2

| b |
  2 b، بنابراین 12  1

bچرا (6  گیریم به این ترتیب نتیجه می.)؟xf (x) sin 3 6.

yنمودار تابع شبیه نمودار      )ب cos x                   اگـر قـرار دهـیم     . است که در جهت افقی و عمودي تغییر مقیاس داده و سپس به بالا منتقل شـده اسـت
f (x) a cosbx c داریم ،:

aو از روي ضابطه 700و 300ترین مقدار تابع از روي نمودار ترین و کمبیش-1 c وa c  است، پسa  cو 200  500.
است، پس 12ي تناوب تابع دوره-2

| b |
 2 b، بنابراین 12  6.

fگیریم به این ترتیب نتیجه می (x) cos( x) 200 5006

yتوابع  tan x وy cot x

yدر واقع اگـر نمـودار   . بینید نمودار این دو تابع شبیه یکدیگر استچه می چنان. ایمهاي مقابل نمودار این دوتابع را رسم کرده       در شکل  tan x را
ي  و سپس آن را به اندازه      ها قرینه کنیم  yنسبت به محور    

yواحد به راست منتقل کنیم به نمودار 2 cot xاین نتیجه معـادل اتحـاد   . رسیممی

cot x tan( x) 2است .

نیست، به همین دلیـل بـراي بعـضی       Rي این توابع    دانیم دامنه می. تهاي عمودي اس  چیناز نکات قابل توجه در نمودارهاي دو تابع بالا، وجود خط          
بینیـد  مـی . گوییممی» مجانب قائم «هاي عمودي   چیناصطلاحاً به این خط   . اندهاي عمودي رسم شده   چیندر این مقادیر خط   . اندمقادیر تعریف نشده  

). کندمیل مییا اصطلاحاً به (شود ه سرعت کم میشویم، مقدار تابع به سرعت زیاد یا بکه وقتی به این خطوط نزدیک می

yهاي اصلی نمودارهاي ویژگی: نکته tan x وy cot x

yتابع   -1 tan x هاي قائمی در نقاط     مجانبx n    yدارد و تابع     2 cot x   در نقاطx n ) کهn Z .(  به ازاي ایـن

. اندمقادیر توابع تعریف نشده
. استي تناوب هر دو تابع برابر دوره-2
yناوب با شروع از یک خط مجانب، تابع ي تدر یک دوره-3 tan x صعودي اکید و تابعy cot xنزولی اکید است .
. هر دو تابع فرد و نمودارهاي آن ها نسبت به مبدأ مختصات متقارن هستند-4

x

y

6  6
12

3

3

126 18 x

300

700
y



y

 2

2

 3
2

x

y tan x



y

 2

2


x

y cot x
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9» مثلثات«فصل سوم 

xاگر ) الف): 5(يمسأله ( , )
5

3 6
 

 وm
sin x

m

2
2

3
3





اي قرار دارد؟در چه فاصلهm، مقدار 

)اگر ) ب , )
3

4 4
 

 وm
sin

m
2 1 2 


.دیابیرا بmرات یی، حدود تغ

yبه نمودار تابع )الف:حل sin x دینکتوجه:
xيفاصله ( , )

5
3 6
 

نمودار يه متناظر آن روکند کیرا مشخص مياها فاصلهمحور طوليرو
sinي تغییرات به این ترتیب محدوده. تر شده استقسمت مورد نظر پررنگ x)یا همان برد تابع (

)sinه کنیبا توجه به ا. نیز مشخص شده است )
3

3 2

 وsin( )

5 1
6 2

مین فاصله داری، در ا :

sin x
1 12   . ينامعادلهباید پسm

m

2
2

1 3 12 3


 


:مینکرا حل 

m

m

m m m
m | m |

m m m m [ , ]
m m m

m m R
m m m

2

2

2 2 2 3 2
2 2 2

2 2 2 3 2
2 2 2

1 3 3 1 3 3 3 3 12 23 3 3 1 1
3 3 21 1 2
3 3 3

 

 

  
           

     
                





  

  

322: داریم)ب 2
 
   . این فاصله را در نمودار تابعy sin xبنابراین. ایمردهپررنگ ک:

msin | | m m m m m
m

(m )( m ) m R ( , )

             


        

2 2 21 2 1 1 4 4 1 3 4 11 2
11 3 1 1 3





3با فرض ): 2(تست
4

    وtan

m

2
1 


است؟دامکm، حدود تغییرات 

1 (m 1 2 (m 13 (m1 1  4 (m2 2  

yتوجه به نمودار با :حل tan xي ، در فاصلهx
3
4

  داریم ، :y1    .توان نوشتپس می:

m m ( ) ( )
m m

m m ( )
m

 ,  ,

 ,

                     


2 11 1 12 1 11 1 2 11






m: اشتراك دو جواب بالا برابر است با ( ) ,  1 .درست است) 1(ي نهبنابراین گزی .

سازي ریاضی با توابع مثلثاتیمدل
. توانیم با توابع مثلثاتی مدل کنیمها و تغییرات تناوبی را میبسیاري از حرکت

متر فاصله 10متر از سطح زمین      38ي یک چرخ و فلک به قطر        ترین نقطه پایین): 6(يمسأله
باشـیم، بـا   Aي اگر در نخستین لحظه در نقطه. زنددقیقه یک دور می8این چرخ و فلک در هر    . دارد

. گردیمبازمیAي هر دور چرخش چرخ و فلک به نقطه
اوب این تابع چقدر است؟ ي تني چرخش را به صورت تابعی از زمان نشان دهیم، دورهاگر زاویه) الف
دسـت بهرا h(t)ي نشان دهیم، ضابطه) تابعی از زمان(h(t)اگر ارتفاع خود از سطح زمین را با    ) ب

.آورید و نمودار آن را رسم کنید

5
6


2


3


x

y

3
2


2

x

y

x
1


2



y
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در هر )الف:حل 8 60 ي تناوب پس دوره. زنیمرادیان دور می2ثانیه، 480 2
480 . شودمی240

بـه  . متري هـستیم 29ي اول نیز در ارتفاع در لحظه. است10ترین و کم  38ترین ارتفاع   بیش)ب
ی ثانیـه ط ـ 120دقیقـه یـا     2هر ربـع حرکـت در       (شود  رو می این ترتیب نمودار تابع به شکل روبه      

h(t)تـوانیم قـرار دهـیم    مـی ). شودمی a sin bt c   پـس ،a c  aو 48 c   10 ،
cیعنی    aو   29  ي تنـاوب تـابع، داریـم    با توجـه بـه دوره      همچنین. 19

b
 2 ، پـس  480

b  : گیریمبه این ترتیب نتیجه می. 240

h(t) sin( t) 19 29240

1-3هاي بخش تمرین
.هاي زیر را ثابت کنیدهر یک از تساوي-1

sin) الف cos tan csc sec cot

sin cos tan csc sec cot

60 60 60 60 60 60 1
80 80 80 80 80 80


     

     

sin) ب sin sin sin sin sin240 210 180 150 120 90 1          

. رت بنویسیدترین صوبارات زیر را به سادهحاصل هریک از ع-2

A) الف cos(a )sin(a ) tan(a )cot(a )        3 5 72

a) ب a a

a a a

log (tan ) log (tan ) log (tan )
B

log (tan ) log (tan ) log (tan )

  


   

1 2 89
1 1 2 89

  

  





. هریک از اتحادهاي زیر را ثابت کنید-3
x)) الف sin ycos ) (x cos ysin ) x y2 2 2 2        

r)) ب sin cos ) (r sin sin ) (r cos ) r2 2 2 2       

sin) پ x cos x( tan x)( cot x) (sin x cos x)21 1   

sec) ت x sec x tan x tan x4 2 4 2  

sin)) ث x cos x ) sin x cos x6 6 3 6 61 27  

cot) ج x cot x
sin x tan x

2 4
4 4

1 1 1 2 2   

.هریک از اتحادهاي زیر را ثابت کنید-4

sin) الف x sin x( x ) tan x
sin x sin x

ــراي ب     
 

1 1 22 1 1

sin) ب x cos x cos x tan x

sin x cos x tan xcos x( tan x)

2
2 2
2 1 2

11
 

 
 

cos) پ

( tan ) ( cos )( cot tan tan )2 2 2 2 4
1 1

1 1 3 3
 


         

tanاگر -5  2
، حاصل 3

sin( ) sin( )

cos( ) cos( )

     

      

32
3
2

. ددست آوریرا به

360240120 480 t

29

10

48
y

*
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11» مثلثات«فصل سوم 

tanاگر -6 x tan y
cot x cot y

 
  

3
tanگاه حاصل ، آن5 x cot x

tan y cot y
دست آوریدرا به .

)tanبا فرض -7 ) / 0 ، حاصل 0021386
tan( ) cot( )


  

1 1
1 11386 1386

. دست آوریدرا به

. را چنان بیابید که تابع زیر، تابعی ثابت باشدmمقدار -8
F(x) sin x cos x m(sin x cos x)6 6 4 4   

!)هاي روي محورها برابر نیستندمقیاس. (آوریددستبهها را ي آنضابطه. مثلثاتی رسم شده استهاي زیر نمودار چند تابع در شکل-9

)  ب)الف

)ت)  پ

)ث

xاگر -10 ( , )  6 وmsin x
m



4
. دست آوریدرا بهmي تغییرات ، محدوده1

)اگر -11 , )   4 mcosو 3 m  2 2 . دست آوریدرا بهmي تغییرات ، محدوده1

xاگر -12 ( , )  3
4 y، برد توابع 4 tan x ،y cot x ،y cos x 2 3 yو 1 sin( x )    .دست آوریدرا به4

: کندي دریایی در ساعات مختلف شبانه روز مطابق جدول زیر تغییر میعمق آب در یک منطقه-13

/ / / / / / /
( ســاعت(زمان  
( ــتر(عمق  م

2 4 6 8 10 12
3 1 7 8 11 3 10 9 6 6 1 7 0 9


. دانیم روند تغییر عمق متناوب با مدلی مثلثاتی استمیهمچنین. ایمترین عمق آب را یادداشت کردهترین و کمدانیم بیشمی
. را بیابیدh(t)ي ي تناوب و ضابطهبیان کنیم، دورهh(t)اگر عمق آب را بر حسب زمان به صورت تابع ) الف
تواند در این منطقه حرکت کند؟روز میهایی از شبانهمتر آب نیاز داشته باشد، در چه ساعت10اگر یک قایق براي حرکت در این منطقه به حداقل عمق ) ب

13
12

2
3


4

x

20

8

32
y

y

8 16 x

10

10

y

10 20 x

10

10

2

y

2

7
6

x

6

 5
6

y

4 x3
1
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cosعبارت -25

sin3
1 


، با کدام گزینه برابر است؟

1 (
sin sin cos

1
   

2 (cos

sin1


 
3 (

sin cos

1
 

4 (
cos sin2 2

1
  

ایم تا امتداد قطر عمودي را در ر دایره رسم کرده   مماسی ب  Mي  رو، در نقطه  ي مثلثاتی مطابق شکل روبه    در دایره -26
Pبا فرض . قطع کندˆAOM  خط ، طول پارهHPکدام است؟
1 (| sin tan | 2 (| cos |
3 (| cos cot | 4 (| sin |

A
O


H

P

M
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