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 نسبت های مثلثاتی در مثلث قائم الزاویه 
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 نسبت های مثلثاتی زاوایای متمم 

 باشد ، زاوایای متمم می گویند.درجه  09مجموع آن ها برابر به دو زاویه ای که 
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 نسبت های مثلثاتی زوایای مکمل 

 کمل می گویند.باشد، زوایای مدرجه  089مجموعشان برابر به دو زاویه ای که 
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 نسبت های مثلثاتی زوایای هم انتها 

را زوایای هم ای آن ها بر هم منطبق می شود کمان هکه انتهای     2و  αزاویه هایی مانند 

 انتها گویند.

   (2    )                            (2    )       

   (2    )                          (2    )       

هر عدد  kدقت شود که  صحیحی می تواند باشد.

 

 

 

 

–ابه از آنجا که زوایای با استدلالی مش نیز هم انتها هستند، نسبت های مثلثاتی      2و   

–زوایای   نیز با هم برابرند.     2و   
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 مثال: نسبت های مثلثاتی زوایای زیر را بدست آورید.

a) 
 7 

6
                             b)  009                           c) 

00 

6
                 

 پاسخ(

a)  

   (
 7 

6
)     (   

 

6
)      (  

 

6
)     (

 

6
)  

0
2

 

   (
 7 

6
)     (   

 

6
)     (  

 

6
)      (

 

6
)   

√0
2

 

   (
 7 

6
)     (   

 

6
)      (  

 

6
)      (

 

6
)   

√0
0

 

   (
 7 

6
)     (   

 

6
)      (  

 

6
)      (

 

6
)   √0 

b)  

   (009)     (2  
 

6
)     (

 

6
)  

0
2

 

   (009)     (2  
 

6
)     (

 

6
)  

√0
2

 

   (009)     (2  
 

6
)     (

 

6
)  

√0
0

 

   (009)     (2  
 

6
)     (

 

6
)  √0 

c)  

   (
00 

6 )     (  
 

2  
 

0)      (
 

2  
 

0)      (
 

0)   
0
2 

   (
00 

6 )     (  
 

2  
 

0)      (
 

2  
 

0)     (
 

0)  
√0
2  

   (
00 

6 )     (  
 

2  
 

0)     (
 

2  
 

0)      (
 

0)   
√0
0  

   (
00 

6 )     (  
 

2  
 

0)     (
 

2  
 

0)      (
 

0)   √0 

 

https://konkur.info



6 
 

 هر گاه انتهای کمان زاویه ای در ناحیه ی نکته: 

 اند.مثبت  باشد، همه ی نسبت های مثلثاتی آن زاویه اول 

 باشد، فقط  دومsin هستند.منفی  و بقیه نسبت ها مثبت 

 باشد،  سومsin  وcos  و منفیtan  وcot اند. مثبت 

 باشد، فقط  چهارمcos  اند. منفیو بقیه نسبت ها مثبت 
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 sin 

 نمودار این تابع به شکل زیر است:

 

در نظر میگیریم مگر اینکه صریحا گفته شود را برحسب رادیان  xهمواره    sin xدر تابع  :0نکته

x سینوس  4   رادیان و منظور از  4سینوس  4   به طور مثال منظور از .بر حسب درجه است

 درجه است. 4

 یعنی داریم:تکرار می شود   2بازه هایی به طول در  sin xتابع  :2نکته

   ( 2    )      ( ) 

و0 ]( و برد آن بازه بسته Rل اعداد حقیقی)ک sinدامنه تابع : 0نکته  می باشد. [0 

 قطع می کند.  هارا در ضرایب صحیح  xمحور  sinتابع : 4نکته

 می گویند.موج سینوسی         گاهی به نمودار تابع : 5نکته

 

 

 

 

 

 

 

 

 

º 
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 cos 
 نمودار این تابع به شکل زیر است:

 

گیریم مگر اینکه صریحا گفته  سب رادیان در نظر میرا برح xهمواره    cos xدر تابع  :0نکته

 .بر حسب درجه است xشود 

 یعنی داریم:تکرار می شود   2بازه هایی به طول در  cos xتابع  :2کتهن

   ( 2    )      ( ) 

و0 ]( و برد آن بازه بسته Rکل اعداد حقیقی) cosدامنه تابع : 0نکته  می باشد. [0 

 صحیح و فرد هارا در ضرایب  xمحور  cosتابع : 4نکته

2
 قطع می کند. 

 موج کسینوسی می گویند.        گاهی به نمودار تابع : 5نکته
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 نکاتی در مورد رسم نمودار توابع مثلثاتی به کمک انتقال:

 را به اندازه ( )   کافی است نمودار تابع    (   )   برای رسم نمودار تابع  (0

 واحد به سمت راست انتقال دهیم.   

را به اندازه  ( )   کافی است نمودار تابع    (   )   برای رسم نمودار تابع  (2

 واحد به سمت چپ انتقال دهیم.   

( )   برای رسم نمودار تابع  (0 را به اندازه  ( )   کافی است نمودار تابع      

 هیم.واحد به سمت بالا انتقال د   

( )   برای رسم نمودار تابع  (4 را به اندازه  ( )   کافی است نمودار تابع      

 واحد به سمت بالا پایین دهیم.   

را نسبت به  ( )   کافی است نمودار تابع  ( )    برای رسم نمودار تابع  (5

 ها قرینه کنیم.xمحور 

را نسبت به  ( )   ودار تابع کافی است نم (  )   برای رسم نمودار تابع  (6

 ها قرینه کنیم.yمحور 

              طول همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است (  )   برای رسم نمودار تابع  (7

را  ( )    
0
 

 برابر کنیم.  

)   برای رسم نمودار تابع  (8
 

 
                طول همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است (

 برابر کنیم.   را  ( )   

           عرض همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است ( )    برای رسم نمودار تابع  (0

 برابر کنیم.   را  ( )   

  برای رسم نمودار تابع   (09
0
 
           عرض همه ی نقاط  نمودار تابع کافی است ( ) 

را  ( )   
0
 
 برابر کنیم.  

را رسم کنیم سپس  ( )   نمودار  کافی است (| |)   ( برای رسم نمودار تابع 00

ها قرار دارد را حذف و سمت راست محور xآن قسمت از نمودار را که در سمت چپ محور 

x.ها را در سمت چپ قرینه کنیم 
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یم سپس را رسم کن ( )   نمودار  کافی است |( ) |  (  برای رسم نمودار تابع 02

ها قرار دارد را حذف و قرینه آن را در بالای محور yآن قسمت از نمودار را که در زیر محور 

yها رسم کنیم. 

 اتحاد های مثلثاتی

    2      2  0 

    2   0     2  

    2  0     2   

      
    

    
 

      
    

    
 

      
0

    
 

      
0

    
 

           0 

 0     2   
0

   2  
         (     9) 

 0     2   
0

   2  
          (     9) 

 به کمک روابط بالا می توانیم اتحاد های کمکی زیر را استخراج کنیم:

(         )2  0  2           

   4      4   0  2   2   

   6      6   0  0   2     2   

          
0
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 زوایا تفاضلروابط مثلثاتی مجموع و 

   (   )                      

   (   )                      

 

   (   )                      

   (   )                      

 

   (   )  
         

0           
 

   (   )  
         

0           
 

 

 چند اتحاد پر کاربرد و مهم

   (2 )  2           

   (2 )     2      2   

 

 از رابطه بالا دو اتحاد مهم زیر بدست می آید که به فرمول های توان شکن معروف اند:

   2   
0     (2 )

2
 

                                                2   
0    (2 )

2
   

 با استفاده از اتحاد های مجموع و تفاضل به رابطه مهم زیر می رسیم:نکته تستی: 

          √2    (  
 

4
) 

          √2    (  
 

4
) 
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 مفهوم حد و فرایند های حدی

 یگیهمسا

 می نامیم. 9 همسایگی را یک  9 هر بازه باز شامل یک عدد حقیقی باشد،  9 اگر 

9 یعنی اگر   است. 9 یک همسایگی  (   )آنگاه بازه  (   ) 

 

 

(   )را از این بازه حذف کنیم، مجموعه  9 اگر نقطه  می  9 را همسایگی محذوف   9   

 نامیم.

 

 

 9 همسایگی راست 

9  9 )بازه   ،باشد  9  اگر   نامیم.می  9 یک همسایگی راست را  (  

 

 

 9 همسایگی چپ 

9 )بازه   باشد،  9  اگر   می نامیم. 9 را یک همسایگی چپ  (9    
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 تابع تعریف حد

وقتی  fحد تابع تعریف شده باشد. می گوییم  aهمسایگی محذوف عدد  در یک fفرض کنید تابع 

x  بهa  نزدیک می شود برابر عدد حقیقیL و می نویسیم: است 

   
   

 ( )    

 می نامیم. aدر نقطه  fرا حد تابع  Lعدد 

 

 (4 2)را در نظر بگیرید که نقطه  f(x)=x+2تابع 

ر نمودار این . همانطور که داز آن جدا شده باشد

را با مقادیر بزرگ  xوقتی که تابع مشاهده می کنید 

نزدیک می کنیم.  2به عدد  2تر یا کوچک تر از 

نزدیک می شوند. در این  4به عدد  fمقادیر تابع 

نزدیک می  2به  xوقتی  fحالت می گوییم حد تابع 

 است و می نویسیم: 4شود برابر 

 

   
  2

 ( )     
  2

(  2)  4 
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 را در نظر بگیرید. hو  f،gنمودار سه تابع نکته: 

که در زیر به سه مورد  حالت وجود دارد چندبین حد تابع در یک نقطه و مقدار تابع در همان نقطه 

 آن اشاره می کنیم:

حد تابع در نقطه  در این نقطه دارای حد باشد و تعریف شده باشد و    تابع در نقطه  .0

a نقطه برابر باشد. اینر تابع در با مقدا 

   
   

 ( )   ( ) 

 .برابر است 5که حدش با مقدارش در نقطه  fمانند تابع 

     5  ( )   (5)  2    

ولی حد تابع در  و در این نقطه دارای حد باشد تعریف شده باشد    تابع در نقطه  .2

 شد.با مقدار تابع در همان نقطه برابر نبا aنقطه 

 

   
   

 ( )   ( ) 

 .برابر نیست 5که حدش با مقدارش در نقطه  gمانند تابع 

   
  5

 ( )  2 

 (5)  0 

 .حد داشته باشد aتعریف نشده باشد ولی در نقطه     در نقطهتابع  .0

 تعریف نشده است ولی در این نقطه دارای حد می باشد. 5که در نقطه  hمانند تابع       

   
  5

 ( )  2 
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 حد های یک طرفه

 را در نظر بگیرید: f(x)نمودار تابعی مانند 

 0از چک تر وکرا با مقادیر  xدر این تابع می بینیم که اگر متغیر

 نزدیک می شوند و اگر 2به عدد  f(x)نزدیک کنیم مقادیر  0به 

 به f(x)ادیر نزدیک کنیم، مق 0به  0از بزرگ تر را با مغادیر  xمتغیر 

 در  fتابع  حد نزدیک می شوند. در این صورت می گوییم  -2عدد 

 وجود ندارد ولی تابع در این نقطه دارای حدود چپ و راست می باشد. 0نقطه 

 

 راستحد 

تابع حد راست تعریف شده باشد می گوییم  aنقطه ای مانند همسایگی راست در یک   اگر تابع 

f  برابر عدد    در نقطه L  است هرگاه تابعf  را به هر اندازه دلخواه بتوان بهL  نزدیک کرد

 نزدیک شود. a)از سمت راست( به قدر کافی به  xمتغیر  به شرط آنکه

( )                                       در این صورت می نویسیم:      
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 حد چپ

در  fتعریف شده باشد می گوییم حد چپ تابع  aنقطه ای مانند  در یک همسایگی چپ fاگر تابع 

نزدیک کرد به  Lرا به هر اندازه دلخواه بتوان به  fاست هرگاه تابع  Lبرابر عدد  x=aنقطه 

 نزدیک شود. a)از سمت چپ( به قدر کافی به  xشرط آنکه متغیر 

( )        در این صورت می نویسیم:                                    

 

 

 

 

 

 

    در  fوجود دارد اگر و تنها اگر حد چپ و راست تابع     در نقطه  fحد تابع نکته: 

 موجود و با هم برابر باشند.

 نیست اگر:موجود     در نقطه  fبا توجه به نکته بالا می توان گفت که حد تابع 

 قدار متفاوت داشته باشند.موجود ولی دو م aحد چپ و راست در نقطه  .0

همسایگی چپ یا راست یکی از حد های چپ یا راست وجود نداشته باشد)تابع در  .2

 تعریف نشده باشد.

( ) به طور مثال تابع   √2 حد  2  در نقطه    

 تعریف نشده است. 2ندارد چون در هیچ همسایگی راست 
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 :0  مثال

1xی  ی تابعی است که در نقطهیک از نمودارهای زیر نشان دهندهکدام    حد راست دارد ولیی
 ؟نداردحد چپ 

 

 

1 )  2 )  

 

 

 

3 )  4 ) 
 

 پاسخ(

ی  باشد. در گزینه دارای حد راست و چپ می 1xتابع موردنظر در « 4»و « 2»های در گزینه

تابع حد راست دارد ولی حد چپ « 3»ی  تابع حد چپ دارد و حد راست ندارد و در گزینه« 1»

 ندارد.  

 

تابع حد چپ  :2مثال
1

y
x

 
  
 

یدر نقطه 
1

10
x


 است.( نماد جزء صحيح، []) کدام است؟ 

1 )11  2 )9-  

3 )11-  4 )11- 

 

 پاسخ(

 «3»ي  گزينه

 وقتی  









 


10
1

x، 10 یعنی
1

x 10 پس
1


x

 :لذا ،

 10
1










x
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با هم برابر باشند و حد راست  aای مانند در یک همسایگی راست نقطه  gو fاگر دو تابع نکته:

وجود دارد و مقدار این  aوجود داشته باشد آنگاه حد راست تابع دیگر نیز در  aدر یکی از آن ها 

 دو حد با هم برابرند یعنی:

( )        اگر   آنگاه:    

   
  𝑎 

𝑔(𝑥)     
  𝑎 

𝑓(𝑥)      

 آنها چپ حد مقدار برابرند هم با a نقطه چپ همسایگی یک در که تابعی دو ه،مشاب طریق به

 یکسان است.)در صورت وجود(  a نقطه در

( با هم برابر باشند، مقدار حد a) به جز احتمالا خود  aبنابراین دو تابع که در یک همسایگی نقطه 

 )در صورت وجود( یکسان است. aآن ها نیز در نقطه 

( ) مقدار حد راست تابع به طور مثال   
   

 
برابر صفر است چون در این  x=9در نقطه   

 برابر است. g(x)=9با تابع  fناحیه تابع 
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 قضایای حد

( ) حد تابع ثابت  :0قضیه   است. یعنی: cدر هر نقطه دلخواه برابر مقدار ثابت    

   
   

𝑐  𝑐 

( ) ند هر چند جمله ای مان :2قضیه           0 
  0  999 در هر  9   0  

 برابر است یعنی: aمقدار حد با مقدار چند جمله ای در نقطه حد دارد و  aنقطه دلخواه 

   
   

(𝑏𝑛𝑥
𝑛  𝑏𝑛 0𝑥

𝑛 0  999  𝑏0𝑥  𝑏9)  𝑏𝑛𝑎
𝑛  𝑏𝑛 0𝑎

𝑛 0  999  𝑏0𝑎  𝑏9 

( )       و حد داشته باشند     در نقطه    و  اگر دو تابع  :0قضیه  ( )       و  0    

 آنگاه: 2 

   
   

(𝑓(𝑥)  𝑔(𝑥))     
   

𝑓(𝑥)     
   

𝑔(𝑥)  𝐿0  𝐿2 

 

   
   

(𝑓(𝑥)  𝑔(𝑥))     
   

𝑓(𝑥)     
   

𝑔(𝑥)  𝐿0  𝐿2 

 

   
   

(𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥))  (   
   

𝑓(𝑥))  (   
   

𝑔(𝑥))  𝐿0 𝐿2 

 

   
   

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

   
   

𝑓(𝑥)

   
   

𝑔(𝑥)
 
𝐿0

𝐿2
 

 حد دارد. aدر نقطه  fفرض کنید تابع  :4قضیه 

 نامنفی باشد آنگاه داریم: aمحذوف ی در همسایگ fتابع اگر 

   
   

 𝑓(𝑥)      
   

𝑓(𝑥) 

آنگاه  اشد،تعریف شه ب aر یک همسایگی د  ( )  ، اگر nطور کلی برای هر عدد طبیعی به 

 داریم:

   
   

 𝑓(𝑥)
𝑛

     
   

𝑓(𝑥)𝑛  
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xدر اطراف  gو  fاگر  :0مثال a  تعریف شده و هر دو در این نقطه دارای حد باشند و

x a
lim(f g)(x)


 1  و
x a
lim(f g)(x)


  6، حاصل  گاه آن
x a
lim(f g )(x)


2 2
تواند  کدام می 

 باشد؟

1) 12 2 )13 3 )15 4 )17  

 

(پاسخ  

 «2»ي  گزينه

اگر فرض کنيم 
x a
lim f(x) L


 و  1
x a
lim g(x) L


  خواهيم داشت: 2

 

x a x a x a
lim(f g )(x) lim f (x) lim g (x)
  

     2 2 2 2 9 4 13

 
 

 

اگر   :2مثال















xx

xxx
)x(f

15
23 2

(باشد، حاصل  
x

x
(flim

)(x 22
1

1



  ؟کدام است 

 -4( 4 -2( 3 1( 2 ( صفر1

 

(پاسخ  

   «2»ي  گزينه

115
2




 


)()(f)(f 
)

x

x
(flim)

x

x
(flim

)(x)(x 2
1

22
1 2

11




 
 

  

x a x a x a

x a x a x a

lim(f g)(x) lim f(x) lim g(x) L L

lim(f .g)(x) lim f(x) lim g(x) L L

  

  

      

  

      
   

1 2

1 2

1

6
 یا

L ,L

L ,L

  


 
   

1 2

2 1

3 2

3 2
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ی حد   -1یادآوری                   و رفع ابهام آن  به صورت توابع جبر

در محاسبه حد به حالتی رسیدید که هم صورت و هم مخرج صفر شده بود این حالت را مبهم نامیده و سعی می کنیم  هر گاه

این حالت را رفع کنیم. برای این کار باید عاملی که باعث صفر شدن صورت و مخرج شده است را پیدا کرده و آن را از صورت 

xو مخرج حذف کنیم. در بیشتر مواقع وقتی  a  عبارتx a  .را عامل صفر کننده ی صورت و مخرج میدانیم 

xپس باید سعی کنیم  a  را از صورت و مخرج بیرون بکشیم. در چند جمله ای ها این کار را با تقسیم برx a  انجام

 میدهیم. 

 حدهای خواسته شده زیر را بیابید.   ثال:م 

                                                                                                                       
x

x x
lim

x

 



2

21

2 3
1

 )الف 

 

                                                                                                                          
x

x
lim

x x



 

2

22

4
6

 )ب   

 

                                                                                                                         
x

x x
lim

x x

 

 

2

21

2
3 4

   )پ 

                      

                                                                                                                    
x

x x
lim

x x

 

 

2

22

3 5 2
2 3 2

 )ت 

 حد تابع
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 و رفع ابهام آن  به صورت توابع رادیکالی حد  - 2یادآوری                 

xتوابع رادیکالی برای از بین بردن رادیکال که بتوانیم در  a  را بیرون بیاوریم باید به فرجه دقت کنیم. اگر فرجه زوج باشه

xمواجه بودید از اتحاد چاق و لاغر کمک بگیرید تا عامل  3اتحاد مزدوج و اگر با فرجه  a  .بیرون بیاید 

 :حدهای خواسته شده را بیابید.   مثال 

                                                                                                                         
x

x
lim

x



21

2
16

 )الف 

                                   

       

                                                                                                                      
x

x
lim

x

 

6

3 3
6

 )ب 

 

 

                                                                                                                   
x

x x
lim

x x

 

 

2

23
2

2 3
4 4 3

 )پ 

                                                                                                                           

                                                                                                                            
x

x x
lim

x



1 1
 )ت 
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x

x
lim

x



 1

1
2 5

 )ث 

 

               

                                                                                                                     
x

x x
lim

x

 

1
4

2 1
4 1

 )ج 

 

                                                                                                                    
x

x x
lim

x

 

 21

4 3
1

 )چ 

 

 

 :تجربی 98تابع زیر را در صورت وجود بیابید.  خردادحد   مثال                                   
  x

x x
lim

x x



 1 1 2
 

 

 

 :تجربی 98 حد تابع روبرو را در صورت وجود بیابید. تیر  مثال                                      
x

x
lim

x



 

2

3

9
2 1
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 :ورت وجود بیابید. وابع زیر را در صحد ت   مثال                     
x

x x
lim

x x

 

 

2

3

2 3
6

   

 

 

 

 حد نامتناهی                      

تعریف شده باشد. مفهوم  aدر یک همسایگی راست نقطه  fفرض کنید تابع  
x a
lim f x


   این است که مقدار تابع

f  میتواند از هر عدد مثبتی بیشتر شود هر گاهx  به مقدار دلخواه به  سمت راستبتواند ازa  .نزدیک شود 

و مفهوم این است که  
x a
lim f x


  مقدار تابع میتواند از هر عدد منفی کمتر شود هرگاه  این است کهx  بتواند از

 به نزدیک شود.  aبه مقدار دلخواه  سمت چپ

xدر شکل زیر میخواهیم حد تابع را اطراف    بررسی کنیم: 0

xز سمت راست به یعنی باید بررسی کنیم وقتی ا  نزدیک میشویم چه اتفاقی برای  0 f x  میفتد و وقتی از سمت چپ

xبه   نزدیک میشویم چه اتفاقی برای  0 f x .میفتد 

                  
x
lim

x
 

0

1
و     

x
lim

x
 

0

1
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 :در شکل زیر تابع   مثالf  .رسم شده است 
x
lim f x

1
 را بیابید.  

 

 

 :در شکل های زیر حاصل حدهای خواسته شده را بنویسید.   مثال 

 

 :نمودار تابع   مثالf (x)
x


1

حاصل  است.  روبرو ورتبه ص 

 
x
limf x
0

 ؟  

 

 :نمودار تابع را   مثال  xf x log  1
رسم کنید و از روی شکل حاصل حد  3

 
 

x

lim f x


 1
 را محاسبه کنید.  
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 قضایای حدهای نامتناهی             

بیعی باشد آنگاه : عددی ط n( اگر 1
n

x
lim

x
 

0

1
 و  

n
x

ج زو

ج زو

n
lim

nx

 
 

 0

1
  

( اگر 2 
x a
limf x L


    و 0 
x a
limg x


 آنگاه تابع    0
 

 

f x
y

g x
  در نقطهa  حد نامتناهی )بینهایت( دارد و

 علامت مقادیر تابع مخرج در همسایگی محذوف مورد نظر تعیین می کنیم.  و Lیت را با توجه به علامت علامت بی نها

 :حد توابع زیر را محاسبه کنید.   مثال 

                                                                                                                              
x

x
lim

x



2

4
2

 )الف 

                                                                                                                             
x

x
lim

x  21

2
1

   )ب 

                                                                                                            98شهریور  
 x

x
lim

x






2

21

1

1
  )پ 

                                                                                                                          
 x

x
lim

x




23

1

3
  )ت 

                                                                                                                              
x

x
lim

x



2

3 1
2

 )ث  

                                                                                                                            
 

x

x
lim

x



2

3
2

 )ج 

                                                                                                        99خرداد          
x

x x
lim

x

2

20
   )چ 
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تابع مثلثاتی داده شده د دقت کنید که  حتماً بای ددر توابعی که مثلثاتی هستن : نکته

 در کدام ربع مثلثاتی قرار دارد و علامت مخرج را از روی ربع دایره مشخص کنید. 

 :حد توابع زیر را محاسبه کنید.   مثال 

                                                                                                                            
x

lim tan x





2

 )الف 

                                                                                                                             
x

lim tan x





2

 )ب 

                                                                                                                              
x
lim cot x

0
 )پ 

                                                                                                                              
x
lim cot x

0
 )ت 

 

                                                                                                   تجربی98شهریور 
x
lim

cos x 0

1
1

 )ث 

                                                                                                                                

 :حد تابع زیر را بدست آورید.                   مثال
 

x

x
lim

x



3

3
3

  

                               

 :حد تابع زیر را در صورت وجود به دست آورید.                                             مثال
 

x

x
lim

sin x
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 حد در بینهایت                   

xهنگامی که    یاx   رد نظر را حد در بینهایت میگوییمحد مو. 

 منظوراز 
x
lim f x L


  در بازه ای مثل مقدار تابع آن است که a,  تعریف شده است و f x  را میتوان به

 میل کند( به سمت مثبت  xبزرگ شود. )یعنی   xنزدیک کرد مشروط براینکه  Lهرمقدار دلخواه به 

 منظوراز 
x
lim f x L


  آن است که مقدار تابع در بازه ای مثل ,b  تعریف شده است و f x  را میتوان به

 میل کند( به سمت منفی  xبه اندازه کافی کوچک شود. )یعنی  xنزدیک کرد مشروط براینکه  Lهرمقدار دلخواه به 

 بررسی کنیم.  میخواهیم رفتار تابع را در  در این نوع حدها

 فقط جمله ای که بیشترین توان را دارد در اولویت قرار میدهیم.  ، اگر عبارت داده شده چند جمله ای باشد

ر مثال: به طو
x x
lim ( x ) lim x
 

   2 1        یا  2 
x x
lim x lim x
 

     5 3 5  

 :حدود زیر رامحاسبه کنید.  مثال 

                                  
x

x
lim

x





15 9
12 2

                                         )ب          
x
lim

x

 
 

 
2

3
 )الف 7

 حد تابع   ل:مثا 
x x

f x
x

 




7 2

3

3 5
2 9

xوقتی    98میل میکند برابر ........... میباشد. شهریور      

 :97دی  جای خالی را کامل کنید.   مثال 

xحد تابع وقتی            .برابر ....... است                                        
x

x
f x

x x
x

x




 
 

  

2

2

1
0

5 3
0

1
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 :با استفاده از نمودار تابع   مثال y f x .حدهای خواسته شده را بنویسید ، 

                            
x ( )
Lim f x

 1
)ب       

x
lim f x


 )الف          

 تجربی 98رداد خ    

 

 

 :تابعی مثال بزنید که حد آن در   مثال  برابر10 .باشد 

 

 :تابعی مثال بزنید که حد آن در   مثال  باشد 2برابر. 

 

 

 :محاسبه کنید.         حد تابع های روبرو را  مثال                                                      
x

x x
lim

x

 



22 3
5 4

  

               

                                                                                                                         
x

x x
lim

x

 



3

2

5 4 1
1

  

 

                                                                                                          99خرداد 
x

x x
lim

x x

 

 

3

3

2 1
4 2 1
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 :97دی  حد تابع روبرو را بیابید. مثال      
x

x x
lim

x x

 

  

5 3

5 2

4 3 1
3 3 3

    

 

 :  مجانب قائم                

xخط   a  را مجانب قائم منحنی تابع y f x   :گوییم هرگاه 
x a
limf x


   یعنی هرکدام از حالتهای زیر اتفاق

xبیفتد خط a  .را مجانب قائم گوییم 

xسری باید ریشه های مخرج را بیابیم و حد تابع وقتی)ریشه مخرجبرای یافتن مجانب قائم توابع ک نکته:     )

 شد یعنی آن ریشه مخرج مجانب بوده است.  را محاسبه کنیم. اگر جواب 

https://konkur.info



 دوازدهم ریاضی                              2سوالات حسابانجزوه 

 

 
 

53 

اصلا  xهمواره حواستان به دامنه تابع باشد که محدود نباشد و به زبانی بهتر دقت کنید  نکته: 

میل کند یا خیر. مثلا در تابع  میتواند به سمت 
x

x x



 

2

2

1
3 4

اصلا نیازی به کار خاصی نیست و میگوییم تابع مجانب  

 قائم ندارد زیرا دامنه تابع محدود است. 

                     :  مجانب افقی

yخط  b  را مجانب افقی منحنی تابع y f x  : میگوییم هرگاه  
x
limf x b


  

xپس برای یافتن مجانب افقی حد تابع را وقتی    .می یابیم اگر جواب یک عدد شد آن عدد مجانب افقی است 

xت در تابعی فقط وقتی ممکن اس نکته:    یا وقتیx   جواب عدد شود. یعنی در یک سمت

 مجانب افقی داریم.  منحنی فقط مجانب افقی داشته باشیم. مثل شکل زیر که سمت

 

 

 

 

 

برود. در این صورت آن خط ثابت مجانب  یا  به سمت  ممکن است تابعی به صورت تابع ثابت نکته:  

 افقی تابع است. مثلِ:   
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 :مجانب های قائم و افقی بیابید.      مثال 
x

f x
x


3

3
1

 97دی 

 

 :مجانب های تابع   مثال 
x x

f x
x






2

1
 بیابید.         را  

 

 :کدام شکل وضعیت تابع   مثال 
x

f x
x x


 2 2 1

xرا در همسایگی     درست نشان میدهد؟ 1

 

 

 

 

  

:کدام یک از خطوط   مثالx  1  وx  مجانب قائم  3 
x x

f x
x x

 


 

2

2

4 3
2 3

 98هستند؟ دلیل؟ خرداد
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 :98با توجه به شکل مجانب های افقی تابع را بنویسید. خرداد  مثال 

 

 

:مجانب قائم و افقی تابع   مثال
x

y
x






3
2

 98را بیابید. شهریور 

 

 

 :نمودار تابع   مثالf 99زیر را دارا باشد.خرداد را به گونه ای رسم کنید که همه شرایط 

الف(    f f  1 2 0  

ب(    
xx

lim f x , limf x
 

   
02

  

yپ( خط   1  .مجانب افقی آن باشد 
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 قبل از ورود به مبحث مشتق لازم است مفهوم خط مماس بر منحنی را بررسی کنیم. 

ط مماس از خط ممای بر دایره نشات می گیرد. خط مماس بر دایره خطی است که با دایره اشتباه متداول درمورد تعریف خ

به منحنی ها زیر دقت کنید و مشخص کنید خط داده یک نقطه مشترک دارند. اما در تمام منحنی ها به این صورت نیست. 

 شده درکدام نقطه برمنحنی مماس است؟

 

 

 

 

 

 

باشد.اگر حد   aنقطه ای نقطه ای روی منحنی با طولPفرض کنید 
   

h

f a h f a
lim

h

 

0
وجود داشته و مقدار آن  

 mگذشته و شیب آن برابر  Pخطی است که از نقطه ،  Pدر نقطه  fباشد، در این صورت خط مماس بر نمودار  mبرابر 

 است.  شیب خط مماس بر منحنی در نقطه مورد نظربرابر  مشتق در یک نقطهاست. در واقع 

مینامیم و با  aدر نقطه   fمقدار این حد را مشتق تابع در این صورت  f a  .نشان می دهیم 

 

 آشنای  با مفهوم مشتق
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       تعریف اول مشتق                        
   

h

f a h f a
f a lim

h

 
 

0
  

 مشتق پذیر است.  aدر نقطه  fوجود داشته باشد) حد فوق وجود داشته باشد( میگوییم تابع  aدر نقطه  fاگر مشتق تابع 

               تعریف دوم مشتق                      
   

x a

f x f a
f a lim

x a


 


 

 :مشتق تابع با استفاده از تعریف مشتق،   مثال f x x x 22 xرا در  3   بیابید.  1

 

 

 :در تابع   مثال f x x  مقدار f   را با تعریف بیابید.  1

 

 :در شکل روبرو تابع   مثال   f x x   
21  رسم شده است.  2

 را بیابید.       dشیب خط 
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 :در نمودار مقابل خط   مثالd  در نقطهx   99مماس شده است. خرداد fبرنمودار  1

xرا در نقطه  fالف( مشتق تابع    محاسبه کنید.   1

 مقایسه کنید.  C,Bب( شیب نمودار را در نقاط 

 

 

 

 

 :شیب خط مماس بر منحنی   مثال f x x 2 xرا در نقطه ای به طول  1   واقع بر منحنی بیابید.  2

 

 

 :مماس بر منحنی معادله خط   مثالy x  روی منحنی بنویسید.  4را در نقطه ای به طول 

 

 

 :مقدار مشتق تابع   مثال      f x x x x x    1 2 3 xرا در نقطه  4   بیابید.  3
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 :معادله خط مماس بر منحنی   مثالy x  روی منحنی   2را در نقطه ای به طول 2

 بنویسید. 

 

 

 :اگر   مثال f x
x


1

 به دست آورید.  xرا بر حسب  fباشد، با استفاده از تعریف، مشتق تابع  

مقدارسپس  f   را حساب کنید.  2

 

 

 :اگر   مثال f x x 1 باشد،  2 f  1 97را با استفاده از تعریف مشتق بیابید. دی 

 

 

 :مشتق تابع   مثال f x x 3 xمشتق در نقطه ای به طول  ،را با استفاده از تعریف  2  1  .به دست آورید

 تجربی 98خرداد
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 :اگر   مثال f x x x  25  باشد، ضابطه  7 f x  .را به دست آورید 

 

 

 

 :معادله خط مماس بر منحنی  مثال f x x x  2 را در نقطه   10 A( ,f )2  99خردادید. بنویس 2

 

 

 :اگر   مثال f x x x  22 3  باشد،  4

الف( مقدار  f   را به دست آورید. 3

 واقع بر آن را بنویسید.  3در نقطه ای به طول  fب( معادله خط مماس بر منحنی 

 

 

تن شیب خط مماس باید تعریف مشتق در نقطه نوشته شود. اما اگر صورت مساله تاکید بر : برای یافنکته

تعریف نداشته باشد، میتوان با قوانین مشتق گیری که بعدا خواهیم خواند شیب مماس، یا همان مشتق در نقطه را محاسبه 

شواری خواهد شد که در برنامه درسی شما کرد. چون بعضی از مشتق گیری با تعاریف منجر به محاسبات و رفع ابهام های د

 نمیگنجد. 
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 :در شکل روبرو نمودار تابع   مثال f x x x  رسم شده است. شیب خط مماس در  28

 را با هم مقایسه کنید.              C,B,Aنقاط 

 

 

 

 

 :در شکل مقابل خط   مثالd  بر نمودارf  مماس شده است. اگر   f , f / 4 24 4 1 5  

      97را بیابید. دی C,B,Aبا توجه به شکل، مختصات نقاط 

 تجربی 98تیر

 

 

 

 :نقاط داده شده روی منحنی را با شیب های ارائه شده    مثال 

 98شهریور. در جدول نظیر کنید

    

 

 

2   1
2

  
0   1 مقدار   

 مشتق

 نقطه    
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 :98شهریوربا توجه به نمودار داده شده، گزینه مناسب را انتخاب کنید. مثال 

 در کدام نقطه مماس افقی بر نمودار رسم میشود؟

  Eب(             Bالف( 

 چه علامتی دارد؟ Fشیب خط مماس در نقطه 

 الف( مثبت       ب( منفی

 چگونه است؟ Bنسبت به نقطه  Dشیب خط مماس بر نمودار، در نقطه 

 الف( بیشتر         ب( کمتر

 

 :با در نظر گرفتن نمودار تابع    مثالf  نقاط به طولهای در شکل مقابلd,c,b,a  را با مشتق های داده شده در

 تجربی98جدول نظیر کنید. دی

 

 

 

 :در شکل روبرو نمودار تابع و خط مماس بر آن در نقطه    مثالx   رسم شده است.  2

xالف( مشتق تابع در نقطه    بید. را بیا 2

 را بیابید.  Aب( معادله خط مماس بر نمودار در نقطه 

 

 

2   1
2

  
0   1

2
  

مقدار 
 مشتق

 نقطه    
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  مشتق پذیری در یک نقطه                

مشتق تابع در واقع شیب خط مماس بر منحنی است. یعنی اگر تابعی در یک نقطه حد مورد نظر در ابتدای فصل مشتق را 

 نقطه مشتق پذیر است. داشت، میگوییم تابع در آن 

xدر نقطه  f: اگر تابع قضیه                        a  مشتق پذیر باشد، آنگاه درx a  .98خردادپیوسته است 

 

 

 

 

 

xدر  fپس برای آنکه تابع  a :مشتق پذیر باشد، باید دو شرط زیر برقرار باشد 

xتابع در  -1 a .پیوسته باشد 

xمشتق چپ و راست در  -2 a باشند. )منظور از موجود بودن آن است که جواب حدهای فوق عدد شود( برابرو  موجود 

 که اگر تابعی در نقطه پیوسته نباشد، مشتق پذیر نیست. نتیجه مهم این است 

 مشتق چپ و مشتق راست                  

xدر نقطه aشیب نیم مماس چپ رامشتق چپ میگوییم و به صورت
x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a



 


نمایش میدهیم.  

xدرنقطه a  به صورت ت رامشتق راست میگوییم.وراسشیب نیم مماس
x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a



 


 نمایش میدهیم. 

 
 

 مشتق پذیری و پیوستگ
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 :زیر مشخص کنید در نقطه رسم شده در تابع های   مثالx   مشتقپذیر است؟تابع  1

   

 

 

 

 

 

 :با در نظر گرفتن نمودار    مثالf 97زیر پاسخ دهید. دی در شکل، به سوالات 

 الف( طول نقطه ای که مماس در آن افقی است.

  ب( طول نقطه ای که مشتق در آن مقداری منفی است.

 پ( طول نقطه ای که تابع در آن مشتق پذیر نیست.

 

 :چرا در شکل روبرو تابع در نقطه  مثالx   مشتق پذیر نیست؟  1
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 :ر تابع نمودا  مثال
x x

f (x)
x

 
 



2 1
2 1

را در نظر بگیرید. میخواهیم از روی نمودار تابع  

xو یکبار هم با استفاده از مشتق تابع، مشتق پذیری تابع در    را بررسی کنیم.  2

 

 

 

 

 

 

 

 :مشتق پذیری تابع روبرو را در نقطه   مثالx  رسی کنید.           بر 1
x x x

f (x)
x x

  
 

 

2 1
3 1 1
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 :تابع   مثال
x x

f (x)
x x

 
 

 
2

2 1 0

1 0
 را در نظر بگیرید.   

الف( نشان دهید  f   وجود ندارد. 0

 ب( ضابطه تابع مشتق را بنویسید.

fج( نمودار تابع   ید. را رسم کن 

 

 

 

 :اگر   مثال
x x

f (x)
x x

 
 



2 0
0

  

نشان دهید که  f  و 0 f موجودند ولی  0 f   موجود نیست.    0

 

 

 

 :به کمک تعریف مشتق،مشتق پذیری تابع  مثالf (x) x 2 xرا در  4  2  .بررسی کنید 
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 دلایل مشتق پذیر نبودن تابع                  

.تابع در نقطه مورد نظر پیوسته نیست 

 :تابع پیوسته است اما مشتق چپ و راست شرایط زیر را دارند 

 (نقطه گوشه ایهر دو موجود ولی نابرابر هستند. ) -1

 (نقطه گوشه ایست.)یکی موجود و دیگری نامتناهی ا -2

 (مماس قائمهر دو نامتناهی هستند. ) -3

 :در شکل های رسم شده زیر در کدام نقطه یا نقاط تابع مشتق پذیر نیست؟ چرا؟  مثال 

 

 

 

https://konkur.info



 دوازدهم ریاضی                              2سوالات حسابانجزوه 

 

 
 

68 

 :مشتق پذیری تابع   مثالf (x) x  xرا در 1   بررسی کنید.  1

 

 

 

 :ی تابع مشتق پذیر  مثال f x x 2 xرا در نقطه 4  بررسی کنید .  سپس معادله نیم مماس راست و نیم   2

xمماس چپ را در    بنویسید.  2

 

 

 

 

 

 

 

 :یک تابع مثال بزنید که در نقطه   مثالx   مشتق پذیر نباشد.  پیوسته باشد ولی 4
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 :در شکل زیر مشتق چپ و راست را از روی شکل در نقطه   مثالA  یافته و نشان دهید در

 این مشتق پذیر نیست. 

 

 

 

 

 

 

 

 :مشتق پذیری تابع   مثالy x xرا در  3   بررسی کنید.  0

 

 

 

 :مشتق پذیری تابع   مثالy x
3 xرا در  2   بررسی کنید.  0
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  دامنه تابع مشتق:                   

روی دامنه تابع باید نقاط . یعنی از که در آنها تابع دارای مشتق باشد را دامنه مشتق پذیری گوییم  fنقاطی از دامنه تابع 

fنقاط مشتق ناپذیرمشتق ناپذیر را کم کنیم.      fD D    

 :تابع   مثالf (x) (x )(x )  3  در چه نقاطی مشتق پذیر نیست؟ دامنه تابع مشتق را بیابید.  1

 

 

 :تابع  مثال
x x

f (x)
x

 
 



3 1 2

4 2
 داده شده است.   

fو دامنه  fالف( دامنه   .را محاسبه کنید 

fب( ضابطه   .را به دست آورید 

fو  fج( نمودار    .را رسم کنید 

 

 

 :ابعت  مثال

x x

f (x) x

x x

 


   
  

5 1
3 1 2
4 5 2

 داده شده است.   

fو دامنه  fالف( دامنه   .را محاسبه کنید 

fب( ضابطه   .را به دست آورید 

fو  fج( نمودار   رسم کنید.  را 
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y                                                    چند جمله ای ها                k y   0 (k    )عدد ثابت 

                                      n ny x y nx    1                                   y x y   1  

                                                                                               n ny u y nu u     1  

  :مشتق توابع زیر را بیابید.      مثال 

                                                                                                     y x x x   3 22 5 7 1 

                                                                                                           y x x  
42 53 1 3  

                                                                                                                   
x

y x   31 5
3

  

                                                                                                                           
x

y
 

  
 

4

2 2
3

 

 

 اعمال روی توابع در مشتق:               

                                                                                                         y f g y f g        

                                                                                              y f.g y f .g g .f         

                                                                                                
f f .g g .f

y y
g g

 
   2                                                               

 محاسبه تابع مشتق بعضی توابع
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yتابع  در تابع های کسری مشتق              
x


1

 را به عنوان حالت خاص به یاد داشته باشید. 

y y
x x


   2

1 1
                                                     

 :اگر  مثال   g ,f  2 5 2 حاصل عبارت  3   g f 2  97یبرابر ..............است. د 2

 

 

 :مشتق بگیرید. ساده کردن لازم نیست.                                    مثال                   
x

f x
x






3 1
5 1

  

                                    

                                                                                                   

 :با استفاده از قوانین، مشتق بگیرید.                                 مثال                     f x
x

 
  

 

52
2 1

 97دی 

 

                                                                                                             f x x x 
54  98خرداد 3

 

                                                                                                         f x x x  
52 2  98تیر   1
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     f x x x  
32 1 5  98دی 1

 

 

 :مشتق بگیرید.  مثال 

                                                                                                             
x

g x x x
x

 
   

 

2 1
3

 

                                                           

  :99مشتق بگیرید. )ساده کردن الزامی نیست(خرداد   مثال 

                                  g x ( )( x )
x

 
1

3                             )ب      2
x

f (x) ( )
x

 




8
2

3 1
5

          )الف 

 

 

 

             

yمشتق توابع رادیکالی     )حالت خاص x y
x

  
1

2
       )

u
y u y

u


  

2
  

y)حالت خاص                                 x y
x

  3

3 2

1

3
    )

u
y u y

u


  3

3 23
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 :بگیرید.  مشتق  مثال                                                                                               

y x 3 1  

                                                                                                                            y x  2  

                                                                                                                          y x x 
3 2  

 

 :مشتق بگیرید.                مثال 

                                                                                                              g x x x 2  (97)دی 1

 

                                                                                                                   
x

g x
x


1

 (98)خرداد 

 

             

                                                                                                                 
x x

g x
x




25
 (98)تیر 

 

                                                                                                                   
x

g x
x



9 2

 (98)دی 
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  :مشتق بگیرید.          مثال 

                      x
g x x

 
   

 
5 7 4

3
                )ب                                   

x
f x

x


2

3
1

 )الف 

 

 

 

 :مشتق بگیرید.    مثال 

                                     g x
x


2

3
1

                                )ب                      
x

f x



2 1
3

 )الف 

 

 

 :اگر   مثالf (x) ...
x x x

    2 6

1 1 1
fمقدار  1 ( )  را بیابید.  1

 

 

 :اگر   مثال
ax a

f (x)
x






2

3 1
fو   ( ) 

21
1

8
 را بیابید.  a، مقدار  
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           تق تابع مرکبمش                

                                 y fog(x) y g (x).f g(x)             

 . یعنی در مشتق تابع مرکب اول مشتق تابع داخلی ضربدر مشتق تابع بیرونی به ازای تابع داخلی

 :مشتق تابع   مثالy x 3  بید.      را با استفاده از مشتق تابع مرکب بیا 1

 

 

 :اگر   مثال g x f
x

 
  

 

1
fو   (x) x  2 xرا در  gمشتق تابع  1   بیابید.               2

 

 :اگر   مثالg(x) x x 4 fو  2 (x) x 2 xرا در  fogمشتق باشد، مقدار  1   محاسبه کنید.  0

 

 

 :اگر   مثال f x x x 3 باشد، با استفاده از مشتق تابع مرکب ، مشتق تابع  5 y f x  .را بیابید 
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yدر تابع                     f (x)  نسبت تغییرات تابعy  به تغییرات متغیرx  .را آهنگ تغییرات می گویند 

                                                        
y y

x x






2 1

2 1

  xبه نسبت  yآهنگ تغییر  

bتغییر می کند مقدار  bبه  a: هنگامی که متغیر از  آهنگ متوسط تغیب                 a  را نمو متغیر و مقدار

   f b f a نسبت  را نمو تابع می نامند و
   f b f a

b a




 را آهنگ متوسط تغییرات تابع مینامیم.  

b: اگر قرار دهیم نکته                a h   مقدار متوسط تغییر تابع به صورت
   f a h f a

h

 
 خواهد بود.  

 :در تابع با ضابطه  مثال f x x  آهنگ تغییر تابع را وقتی ،x   نهایی تغییر می کند بدست آورید.  25به  4از(

 (89دی

 

 

 :آهنگ تغییرات تابع   مثال f x x 21
2

 (87تغییر کند را به دست آورید. )نهایی خرداد 2/2به  2از  xوقتی  

 

 

 

ات  آهنگ تغیب 
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 :تابع با ضابطه ی   مثال f x x  داده شده است. آهنگ متوسط تغییر این تابع را  1

xاز   xوقتی  1 xتا  1 2  (90تغییر میکند تعیین کنید. )نهایی دی 5

 

 

 :یک توده باکتری پس از ساعت  مثالt   دارای جرمx(t) t t  توسط جرم این توده رمگرم است. آهنگ تغیی 22

در بازه زمانی  ,3  97چقدر است؟  دی 4

 

 

 

  :یک توده باکتری پس از ساعت دارای جرم   مثالm(t) t t   گرم است.  32

tتوده باکتری در بازه زمانی الف( جرم این  1  99چند گرم افزایش می یابد؟ خرداد 4

 

 

 :آهنگ تغییرمتوسط تابع   مثالf (x) x  xرا وقتی متغیر از  2 1 x به 2 2 تغییر میکند را به دست  7

 98آورید. شهریور
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 :تابع   مثالf (x) x 7 ماهگی نشان می دهد. اگر  60قد متوسط کودکان را بر حسب سانتی متر تا حدود  50

x  مدت زمان پس از تولد)برحسب ماه( باشد، حساب کنید که آهنگ متوسط رشد در بازه زمانی ,0  چقدر است؟ 25

 98دی

 

 

 

مقدار  f: در تابع  تابع تغیب   لحظه ایآهنگ               
   

h

f a h f a
lim

h

 

0
را آهنگ لحظه ای تغییر تابع در  

 مینامیم.   aنقطه 

: آهنگ تغییر لحظه ای تابع  تذکر f x در نقطهa   همان تعریف مشتق تابع f x در نقطهa   .است 

 :معادله حرکت متحرکی به صورت   مثالf (t) t t 22  بر حسب متر داده شده است. تعیین کنید که در چه زمانی

 98ط در بازه زمانی با هم برابرند؟ خردادسرعت لحظه ای با سرعت متوس
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 :پس از یک توده باکتری  مثالt  ساعت دارای جرمx(t) t t   گرم است. 32

الف(آهنگ تغییر متوسط جرم این توده در بازه زمانی  ,3  چقدر است؟ 4

tباکتری در لحظه ی ب(آهنگ رشد جرم توده  3 99، خرداد98چقدر است؟ تیر 

 

 

 

          سرعت یک متحرک  

: سرعت متوسط همان آهنگ تغییر متوسط تابع سرعت متوسط الف( f t ت به متغیر نسبt است.  

Sاگر متحرکی با سرعت  f (t)  :حرکت کند در این صورت              
f (t) f (t )

t t





 سرعت متوسط 

میل می کند که آن را با  tبه  t: سرعت لحظه ای برابر است با حد سرعت متوسط وقتی  سرعت لحظه ای ب( V t 

                                               نمایش میدهیم.                   
t t

f (t) f (t )
lim

t t





  Vسرعت متوسط 

 :معادله حرکت یک متحرک روی خط مستقیم به صورت  مثال x t t t  23 4 است. سرعت متوسط این  2

tدر فاصله زمانی متحرک را  tو   1 3 (   .90نهایی خردادمحاسبه کنید) 
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 :معادله حرکت یک متحرک روی خط مستقیم به صورت  مثالx t t  2 5 است.  6

tاولاً: سرعت متوسط این متحرک را در فاصله زمانی 3   تاt 5 محاسبه کنید.  ثانیاً : آهنگ آنی تغییراتx   را در

t    86ی شهریورینهابه دست آورید.  2

 

 

 

 :موشکی به طور قائم رو به بالا پرتاب شده است. اگر این موشک پس از مثالt   ثانیهs  متر را طی کند و معادله حرکت

sآن به صورت  t t  2180  79ثانیه بعد ار پرتاب حساب کنید.  نهایی شهریور 5باشد، سرعت موشک را  5

 

 

  

 

  مشتق پذیری در یک بازه                      

روی بازه  fالف( بازه باز : تابع  a,b  .مشتق پذیر است هرگاه در هر نقطه از این بازه مشتق پذیر باشد 

روی بازه  fتابع ب( بازه بسته  a,b  مشتق پذیر است هرگاه در هر نقطه بازه a,b  مشتق پذیر باشد و درa  دارای

 دارای مشتق چپ باشد ) اول پیوستگی چپ داشته باشد(  bودر  )اول پیوستگی راست بررسی شود( مشتق راست
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 :پذیری تابع مشتق   مثال 
x x

f x
x x

   
 

  

2 2 1
1 1 3

را در بازه های خواسته شده  

 ررسی کنید. ب

الف( بازه  ,2 3   

ب( بازه  ,1 3  

 

 

 :مشتق پذیری تابع   مثال f x x   را در بازه های خواسته شده بررسی کنید.  1

الف( بازه  ,2 1  

ب( بازه  ,2 3  

 

 

 

 

 :دو بازه باز مثال بزنید که در یکی از آنها تابع   مثال f x x  مشتق پذیر باشد و دردیگری مشتق پذیر نباشد.  3
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  مشتق دوم                 

مشتقِ  y f x  یعنی y f x   تق اول مینامیم و مشتقِ داشته باشد مش وجودرا در صورتی که y f x   را

مشتق دوم مینامیم و با  در صورت وجود y f x   .نشان می دهیم 

: اگر معادله حرکت یک متحرک نکته s f t  باشد، مشتق اول آن یعنی s f t   با  می نامند و سرعترا v t 

نمایش می دهند. مشتق دومِ  f t  یا مشتق v t  می گویند و با  شتاب متحرکرا a t  :نشان می دهند یعنی 

                                                                                            
   

     

v t f t

a t v t f t



  
 

 :معادله حرکت یک متحرک روی خط مستقیم به صورت   مثالx t t  3 5 است. شتاب این متحرک را در  6

tزمان 3   .محاسبه کنید 

 

 

 :اگر   مثال f x sin x cos x 2 fدار باشد مق 2 ( )



4

 را بیابید.  
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  یکنوایی تابع و رابطه آن با مشتق          

 در فصل اول تابع صعودی و نزولی را آموختیم . 

 طبق فصل اول: 

میگوییم هرگاه به ازای هر دو نقطه در این بازه :   صعودیرا در بازه ای  fتابع    a b f a f b    

میگوییم هرگاه به ازای هر دو نقطه در این بازه :   نزولیرا در بازه ای  fتابع    a b f a f b    

  یم. هارائه بد راحال در فصل جدید میخواهیم تعریف جدیدی از صعودی و نزولی بودن 

ص است که وقتی تابع صعودی است شیب خط مماس مثبت است یعنی می توان نتیجه گرفت از روی شکل تابع مشخ         

 وقتی تابع صعودی است مشتق مثبت است. و همین طور در مورد تابع نزولی. 

 پس میتوان تعریف جدید زیر را در نظرگرفت:

در بازه  fتابع پیوسته                      a,b  ًصعودی است اکیدا x a,b ;f (x )  0  

در بازه  fتابع پیوسته                       a,b  ًنزولی است  اکیدا x a,b ;f (x )  0 

تابع پیوسته در بازه                       a,b   ثابت است   x a,b ;f x  0  

برای یکنوایی تابع پیوسته  f x  سپس تابع مشتق را )برای صعودی یا نزولی بودن تابع( ابتدا از تابع مشتق میگیریم ،

 است.  تابع نزولیاست  مشتق منفیکه و بازه هایی  تابع صعودیاست  مشتق مثبتبازه هایی که تعیین علامت می کنیم. 

کاربرد مشتق    
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 :یکنوایی تابع   مثال f x x x 2  را مشخص کنید. )ازدوراه، شکل و مشتق( 4

 

 

 

 :نمودار تابع  مثالf  در شکل روبرو آمده است. با بیان دلیل مشخص کنید کدام یک از نمودار های زیر، نمودار مشتق

  است؟  fابع ت

 

 

 

 الف                                  ب                                پ          

 

 

 :با رسم تابع مثال f x x 2 مشخص کنید کجا صعودی و کجا نزولی است سپس همین موضوع را با مشتق   1

 بررسی کنید. 
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 جدول تغییرات تابع  ثال:م f x x x  22 را رسم کنید و از روی جدول مشخص  8

 کنید کجاها صعودی و کجاها نزولی است؟

 

 

 :جدول تغییرات تابع  مثال f x x x 3 را رسم کنید و از روی جدول مشخص کنید کجاها صعودی و کجاها  12

 نزولی است؟

 

 

 

 

مم تابع                   اکسبی

موجود باشد که در تمام نقاط این همسایگی  aدارد هرگاه همسایگی از  ماکزیمم نسبر  aگوییم تابع در نقطه ای به طول 

موجود  aاست هرگاه همسایگی از  مینیمم نسبر دارای  aعرض بیشتری داشته باشد. و تابع در نقطه ای به طول  aنقطه 

 عرض کمتری داشته باشد. aباشد که در تمام نقاط این همسایگی نقطه 

 ه قبل از آن نقطه مشتق منفی و در نقطه ای به این صورت باشد ک پیوستهتابع : اگر وضعیت نکته             

بعد از آن نقطه مشتق مثبت باشد، آن نقطه را مینیمم و اگر قبل نقطه مشتق مثبت و بعد از آن مشتق منفی 

 باشد آن نقطه را ماکزیمم می گوییم. 
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 :در شکل روبرو تابع   مثال f x x x 3 ع صعودی و در کدام بازه ها تابع را رسم کرده ایم.در کدام بازه ها تاب 3

 نزولی است؟  )از روی شکل( سپس جدول تغییرات مشتق را رسم کنید و دوباره به سوالات بالا پاسخ دهید. 

   

 

 

 

 

 

 

 :وضعیت یکنوایی و طول نقاط اکسترمم تابع   مثالy x x  3  را مشخص کنید.  3
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 :زیر نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی را مشخص کنید. در توابع رسم شده   مثال 

 

 :در چند نقطه از شکل مقابل اکسترمم نسبی داریم.   مثال 

 

 

 

 :وضعیت اکسترمم نسبی هر یک از توابع زیر را در بازه ی داده شده بررسی کنید.  مثال 
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 :جدول تغییرات تابع  مثال f x x x  3 3 را رسم کنید و نقاط اکسترمم نسبی  4

 98آن را در صورت وجود مشخص کنید. شهریور

 

 

 

 

 :با رسم جدول تغییرات تابع مثال f x x x x   3 2 9 نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی را در صورت وجود   10

 98بیابید. دی

 

 

 

 :نقاط اکسترمم تابع  مثال f x x x x  4 3 21 2 1
4 3 2

 را بیابید.  
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 :نقاط اکسترمم نسبی تابع  مثال f x x x   .را بیابید 

 

 

 

 :تابع  مثال f x x x x    3 22 3 12 را در نظر بگیرید. با رسم جدول تغییرات تابع ، نقاط ماکزیمم و  9

 99مینیمم نسبی را به دست آورید. خرداد

 

 

 

اگر نقطه   نکته:  a,b  باشد، در این  پیوستهنقطه اکسترمم نسبی )ماکزیمم نسبی یا مینیمم نسبی( تابعی

 صورت دو شرط زیر همواره برقرار است. 

نقطه مورد نظر در ضابطه تابع صدق میکند. یعنی  -1 f a b  

طول نقطه مورد نظر ریشه مشتق اول تابع است. یعنی :  -2 f a  0 

 :اگر تابع  مثال     f x m x m x    2 21 6  mماکزیمم داشته باشد، مقدار  1در نقطه ای به طول  1

 چیست؟
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 :در تابع   مثالy ax bx 3 چنان بیابید که نقطه ضرایب را  2 ,1 اکسترمم نسبی  2

 باشد. 

 

 

 :اگر نقطه   مثال ,2 نقطه اکسترمم نسبی تابع  5 f x x ax b  3 را به دست  bو   aباشد، مقادیر 2

 آورید. 

 

 

 :مقدار   مثالb,a  را چنان بیابید که نقطه A ,1 نسبی تابع  maxیک  2 f x ax bx 3  باشد.  2

 

 

 :اگر   مثال ,1 اکسترمم نسبی  2 
ax b

f x
x




2 2
 یابید. را ب bباشد،  

 

 

 :اگر تابع   مثال f x ax bx 2  درx  را به دست آورید.  b,aباشد مقادیر  7دارای ماکزیمم نسبی برابر  1

 98خرداد
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 :اگر نقطه  مثال ,2 نقطه اکسترمم نسبی تابع  1 f x x bx d  3 باشد، مقادیر  2

b,d خارج نوبت صبح 99را به دست آورید. خرداد 

 

 

 

 

 در تمام مسائل اکسترمم به نکات زیر دقت ویژه داشته باشید : نکته              

 نقاط ابتدا و انتهای بازه ی بسته، نقاط اکسترمم نسبی نیستند. -1

xاگر تابع در  -2 a  دارای اکسترمم نسبی باشد و مشتق پذیر باشد، آنگاه f a  0  

 در نقاط اکسترمم خود پیوسته یا مشتق پذیر باشد.  fلزومی ندارد تابع  -3

 است. هر نقطه بر روی تابع ثابت هم مینیمم نسبی است هم ماکزیمم نسبی  -4

: در تابع مشتق پذیر  نکته             y f x  ِریشه ساده یا ریشه از مرتبه فرد f x  ، طول نقاط اکسترمم نسبی 0

  هستند و ریشه مضاعف یا ریشه مرتبه زوج طول نقاط اکسترمم نیستند. 
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faفرض کنید  D  باشد. نقطه ای به طولa  :را بحرانی گوییم هرگاه f a    یا 0 f a  .وجود نداشته باشد 

 :خارج  99نقطه بحرانی را تعریف کنید. خرداد مثال 

 قطه بحرانی آمده است:در تمام شکل های زیر تمام حالت های ن

  

 

 

 

 

 

 

 

 هر نقطه بحرانی لزوماً یک اکسترمم نسبی نیست.  اماهر اکسترمم نسبی یک نقطه بحرانی است  نکته:             

aدر شکل بالا  ,a ,a7 6  بحرانی است اما اکسترمم نسبی نیست. ولی در بقیه نقطه ها هر دو خاصیت رو داراست. 2

، باید ابتدا دامنه آن را یافته و تابع مشتق را به  fدر حالت کلی برای یافتن نقاط بحرانی تابع پیوسته  نکته:               

 را بیابیم.  مشتق وجود نداردیا است  مشتق در آن صفردست آوریم و نقاطی از دامنه که 

 

 
 
 نقطه بحرای
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 :نقاط بحرانی تابع  مثال f x x x 3  را بیاید.  23

 

 

 

در تابع با ضابطه             y f x  که در آن تابعf  تابعی مشتق پذیر درR  ،نقاط بحرانی تابع عبارتند از : است 

الف( ریشه های معادله  f x  ب( ریشه های معادله                  0 f x  0  

 :نقاط بحرانی تابع  مثال f x x 2  را بیابید.  4

 

 

 

 

 :نقاط بحرانی مثال f x | x | 2  ) .را به دست آورید )در صورت وجود 

 

 

 

 

https://konkur.info



 دوازدهم ریاضی                              2سوالات حسابانجزوه 

 

 
 

95 

مم مطلق                اکسبی

fMنقطه  D  گوییم هرگاه به ازای هر  ماکزیمم مطلقرا نقطةfx D  :داشته باشیم   f M f x  در واقع

 ماکزیمم مطلق نقطه ای است که عرض آن از عرضِ تمام نقاط دامنه بزرگتر باشد.

fMنقطه  D  گوییم هرگاه به ازای هر  مطلق ممینیمرا نقطةfx D  :داشته باشیم   f M f x  در واقع

 مینیمم مطلق نقطه ای است که عرض آن از عرضِ تمام نقاط دامنه کوچکتر باشد.

مم نسن  
 یک نکته بسیار مهم در مورد اکستر

 ابتدا و انتهای بازه میتوانند مطلق باشند اما نسبی نیستند.  -2ی نیستند.    نقاط تنها میتوانند مطلق باشند اما نسب -1

 :در شکل های زیر وجود نقاط ماکزیمم و مینیمم مطلق را بررسی کنید.  مثال 

 

 

 

 

 

 

اگر تابعی در بازه  قضیه:           a,b مم و مینیمم مطلق است. پیوسته باشد، حتما در این بازه دارای ماکزی 

 دقت کنید اگربازه فوق باز باشد ممکن است اکسترمم مطلق نداشته باشد.
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در بازه  fبرای یافتن اکسترمم های مطلق تابع  a,b  ابتدا نقاط بحرانی را در بازه a,b 

ع را در این نقاط پیدا میکنیم. سپس این مقادیر را با مقدار تابع در ابتدا و انتهای بازه مقایسه می کنیم. نقطه یافته و مقدار تاب

 یا نقاطی که دارای بیشترین عرض باشد، ماکزیمم مطلق و نقطه یا نقاطی که دارای کمترین عرض باشد مینیمم مطلق است. 

 :ماکزیمم و مینیمم مطلق    مثال f x x x 3 را در بازه 26 ,1  بیابید.   6

 

 

 

 

 :اکسترمم های مطلق تابع با ضابطة    مثال f x x x 4 33 را در بازه  4 ,1  بیابید.  2

 

 

 

 :اکسترمم مطلق و نسبی   مثال f x x x x   3 22 4 را در بازه  6 ,3 بیابید و مشخص کنید تابع در  4

 چه بازه ای صعودی و در چه بازه ای نزولی است؟
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 :تابعی رسم کنید که  مثالf  ماکزیمم مطلق داشته باشد، اماf  ماکزیمم مطلق نداشته

 باشد.

 

 

 :ییرات تابع الف( جدول تغ مثال f x x x   3 22 9 را رسم و نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی آن را  13

 مشخص کنید. 

را در بازه ی  fب( اکسترمم های مطلق تابع  ,1  98تعیین کنید. تیر 2

 

 

 

 

 :اکسترمم های مطلق تابع  مثال g x x x  3 2 را در بازه  5 ,2  98در صورت وجود تعیین کنید. شهریور 1

 خارج نوبت عصر99خرداد
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 :تابع  مثال f x x x x    3 22 3 12 را در نظر بگیرید.مقادیر ماکزیمم و  9

تابع را در بازه مینیمم مطلق  ,0  99. خردادرا به دست آورید 3

 

 

 

 :در شکل های زیر نقاط ماکزیمم و مینیمم مطلق و نسبی را مشخص کنید.   مثال 

 

 

 :نمودار یک تابعی را بکشید که در نقطه   مثال ,1 ماکزیمم نسبی و در نقطه  2 , 2 مینیمم نسبی و در  3

 ,5  لق داشته باشد. ماکزیمم مط 7

 

 

 

تابع پیوسته در بازه بسته  نکته:  a,b  .حتما اکسترمم مطلق دارد اما در بازه باز ممکن است مطلق نداشته باشد 
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 :ای مثل با رسم یک شکل نشان دهید تابع پیوسته    مثالf  در یک بازه بسته ماکزیمم

 بازه باز ماکزیمم مطلق ندارد.یک د اما در مطلق دار

 

 

 

                   

وقتی با یک سری داده ها میخواهیم بیشترین یا کمترین مقدار یک عبارتی را به دست آوریم، با مسائل بهینه سازی سرو کار 

xداریم. مثلا میدانیم  y 2 های زیادی در این عبارت صدق می کنند. وقتی از ما خواسته  y,xمشخص است که  9

 را خواهند ساخت، با مسائل بهینه سازی سر و کار داریم.   xy2ها کدامشان بیشترین مقدار  y,xشود بگوییم بین آن 

 :مستطیل را طوری بیابید که مساحت آن ماکزیمم شود. سانتی متر است. ابعاد  20 محیط مستطیلی مثال 

 

  

 

 :اگر  مثالy,x  دو عدد مثبت باشند کهxy  P، مقدار مینیمم عبارت  6 x y 2  کدام است؟  3

 

 

 بهینه سازی
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 :یم و دور آن را حصور میخواهیم در کنار یک رودخانه زمینی مستطیل شکل بخر مثال

متر نرده داشته باشیم بیشترین  20بکشیم)قسمتی که کنار رودخانه قرار دارد را حصار نکشید( اگر برای کشیدن حصار 

 مساحت ممکن برای زمین چقدر است؟

 

 

 

 

 :سانتیمتر باشد، طول و عرض مستطیل را طوری حساب کنید که مساحت آن  24اگر محیط یک مستطیل  مثال

 97یمم شود. دیماکز

 

 

 

 :اگر بین دو عدد حقیقی مثالy,x رابطةx y 10 را طوری بیابید که حاصل ضرب این دو  y,xباشد، مقادیر   5

 98تیرعدد مینیمم شود. 
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 :دو عدد حقیقی  مثالb,a وری بیابید که داشته باشیم را طa b 2 و حاصل ضرب  60

 98آنها بیشترین مقدار ممکن شود. شهریور

 

 

 :ورق فلزی مربع شکل به طول یک متر را در نظر بگیرید. میخواهیم از چهارگوشة آن مربع های کوچکی به ضلع  مثال

x نار بگذاریم. سپس لبة جعبه را به اندازة برش بزنیم و آنها را کx  برمیگردانیم تا یک جعبه درباز ساخته شود. مقدارx 

 98خرداد چقدر باشد تا حجم جعبه حداکثر اندازه ممکن گردد. 

 

 

 

 

 :اگر   مثالx y 2  چقدر است ؟  xy3مکن ، بیشترین مقدار م 8

 

 

 :اگر   مثالx y  xکمترین مقدار  2 y3  چقدر است ؟  3
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 :هر صفحه مستطیل شکل از یک کتاب جیبی، شامل یک متن با مساحت  مثالcm232 

و حاشیه های کناری هر کدام  cm2این کتاب، لازم است حاشیه های بالا و پایین هر صفحه خواهد بود. هنگام طراحی قطع 

cm1  .در نظر گرفته شوند. ابعاد صفحه را طوری تعیین کنید که مساحت هر صفحه از کتاب کمترین مقدار ممکن باشد

 داخل 99خرداد

 

 

 

 

 

 

 :سانتی متر، مستطیلی بیشترین مساحت را دارد که طول  14شان دهید در بین تمام مستطیلهایی با محیط ثابت ن مثال

 وعرض آن هم اندازه باشد. 
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 :ابعاد مستطیلی با بیشترین مساحت را تعیین کنید که دوراس آن روی محور طولها و  مثال

yلهدو راس دیگرش بالای محور طولها و روی سهمی به معاد x   باشند.  212

 

 

 

 

 :یک استوانه محاط کرده ایم. شعاع قاعده و ارتفاع استوانه را طوری به دست آورید که  4در یک کره با شعاع  مثال

 حجم استوانه بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد. 

 

   

 

 

 :ه به مساحت یک مستطیل در یک نیمدایر مثال18  محاط شده است. بیشترین مساحت ممکن برای مستطیل چقدر

 است؟ 
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در شکل روبرو در هر نقطه از بازه  a,b  هر خط مماس بر منحنی، پایین منحنی 

 نی رو به بالا()گودی منحقرار دارد اصطلاحا میگوییم تقعر منحنی رو به بالاست. 

 

اگر در هر نقطه از بازه a,b  ،هر خط مماس برمنحنی، بالای منحنی قرار داشته باشند 

 )گودی منحنی رو به پایین(اصطلاحاً می گوییم تقعر منحنی رو به پایین است. 

 

 رو به بالا fجهت تقعر   خطوط مماس زیر منحنی    نکته:                  

 رو به پایین fجهت تقعر  خطوط مماس بالای منحنی                             

 حال به شکل های بالا از منظری دیگر نگاه کنید : 

fر حال افزایش است. یعنی در شکل روبرو شیب خطوط مماس د   .صعودی است 

 

fودر شکل مقابل شیب خطوط مماس در حال کاهش است یعنی    .نزولی است 

 

 

 

 تقعر و عطف منحب  
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f نکته:                    صعودی  دی شیب خطوط مماس صعو تقعر رو به بالا 

                             f   نزولی   شیب خطوط مماس نزولی تقعر رو به پایین 

 :شکل روبرو نمودار تابع مثالf   است. جهت نمودار تابعf  در کدام بازه رو به بالاست؟ 

fنکته: هرجایی      .صعودی باشد تقعر رو به بالاست 

 

 

 :منحنی  مثال f x x  را رسم کرده و در بازه ,0 نحنی آنها را در برخی نقاط کشیده خطوط مماس بر م

 و جهت تقعر منحنی را مشخص کنید. 

 

 

 

 

 :منحنی  مثال f x
x


1

 را رسم کرده و جهت تقعر آن را در دامنه بیابید.  
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 :در شکل مقابل نمودار تابع  مثال f x x x  3 23  رسم شده است.  1

 ی تقعر رو به بالا و در چه بازه ای تقعر رو به پایین است. مشخص کنید در چه بازه ا

     

 

 

 

 :یک منحنی بکشید که در بازه  مثال , تقعر روبه پایین . در بازه  2 ,2  .تقعر رو به بالاباشد 

 

 

 

 :تابع را چنان رسم کنید که  مثالf ( ) f ( ) f ( )   1 1 3 و تابع در بازه  0 , تقعر رو به بالا و در بازه  1

 ,1  .تقعر رو به پایین باشد 

 

 

 

 نقطه عطف نمودار یک تابع               

https://konkur.info



 دوازدهم ریاضی                              2سوالات حسابانجزوه 

 

 
 

107 

xدر نقطه  f فرض کنید تابع      c ه باشد. نقطه پیوست c,f (c)  را نقطه عطف تابع

 گوییم هرگاه هر دو شرط زیر برقرار باشد. 

نمودار در نقطه  -1 c,f (c) )خط مماس داشته باشد) مماس چپ و راست فرق نداشته باشد 

یعنی یا  f c  جزوه آورده شده است( 67)تعریف مماس قائم صفحه مماس قائم دارد. موجود است و یا در این نقطه 

جهت تقعر در نقطه  -2 c,f (c)  .تغییر کند 

 : به شکل های زیر دقت کنید، علت عدم وجود عطف در هر نقطه را مورد بررسی قرار داده ایم. خیلی مهم

 ب( تقعر عوض شده اما مماس واحد نداریم)نقطه زاویه دار                    عطف نیست.  cالف( تقعر اصلا عوض نشده پس 

 عطف نیست.  cیا گوشه ای داریم(  پس                                                                                   

 

            

 

  cت تقعر عوض شده مماس واحد هم داریم اما                   ت( جهت تقعر عوض شده اما پیوسته نیست پس پ( جه

 عطف نیست.                                        عطف نیست.    cپیوسته نیست. پس 
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 ی صعودی باشد مشتق آن مثبت است. از این نکته به این صورت استفاده میکنیم که : قبلاً گفتیم هر تابع

  fرو به بالا  fتقعر    صعودی اکید  پسf   0  

  fرو به پایین  fتقعر    نزولی اکید  پسf   0  

    جهت تقعر رو به بالا          :  ر تقعقضیه                 f x  0            

ی                                                جهت تقعر رو به پایی  f x  0        

 :در هر یک از نمودارهای زیر نقاط عطف را در صورت وجود مشخص و خط مماس ب منحنی در نقاط عطف را  مثال

 رسم کنید. 
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 :عنمودار تاب مثال f  .رسم شده است. به سوال های زیر پاسخ دهید 

fالف( در کدام نقطه از نقاط مشخص شده  ,f  هر دو منفی هستند؟ 

fب( در کدام نقطه     منفی وf  مثبت است؟ 

fطه پ( در کدام نق ,f  مثبت هستند؟  

 

 :نمودار تابع  مثالf  .رسم شده است. به سوالات زیر پاسخ دهید 

    رو به بالاست؟ fالف( درچه بازه ای تقعر تابع 

 رو به پایین است؟ fب( در چه بازه ای تقعر تابع 

 اکیداً صعودی است و تقعر آن رو به پایین است؟ fپ( در چه بازه ای 

 اکیداً نزولی است و تقعر آن رو به بالاست؟  f( در چه بازه ای تابعت

 

 :در جملات زیر دقت کنید و علت نادرستی انها را مشخص کنید. مثال 

 الف( هر جا جهت عطف تغییر کند آن نقطه عطف است. 

fب( هر جا علامت    .تغییر کند آن نقطه عطف است 

fیپ( هرنقطه ا  .صفر شود آن نقطه عطف است 

 ت( تابع اکیدا یکنوا عطف ندارد.
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را بدست  fمشتق دوم تابع روش تعیی   جهت تقعر نمودار یک تابع به کمک ضابطه آن: 

fآورده و سپس تعیین علامت میکنیم. هرجایی در جدول    مثبت بود تقعر رو به بالا و هر جایی در جدولf   منفی بود

 .تقعر رو به پایین است

 نوشته بالا خیلی دقیق و حرفه ای باید بررسی شود اما در حد ریاضی دبیرستان کفایت میکند. 

 :ای بیابید که تقعر تابع بازه  مثال f x x x x   4 3 28  رو به پایین بوده و تابع در این بازه نزولی باشد.  18

 

 

 

 

 :مشخص کنید.   نقطه عطف را در صورت وجود را به دست آورید.جهت تقعر تابع  مثال 

                                                                                                              f x x x  3 3     )الف 1

 

 

 

                                                                                                                    g x x x x  3  )ب   23
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x

h x
x






2 1
3

 )پ 

 

  

 

                                                                                                               f x x sin x 2  )ت 2

 

 

 :نقطه عطف منحنی  مثالy x  را بیابید.  3

 

 

 

 :تابع  مثال y x x   چند نقطه عطف دارد؟  34
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 :ع جهت تقعر ونقطه عطف منحنی تاب مثال f x x x  3 23  99را بیابید. تیر 1

 

 

 

 

اگر نقطه  نکته:                  a,b نقطه عطف تابع پیوسته f ،همواره دو شرط زیر برقرار است.  باشد 

1-   f a b       )2)نقطه در منحنی صدق میکند-  f a  fریشه  a)یعنی  0  )است 

 :اگر مثال A ,1 نقطه عطف منحنی تابع 1 
ax b

f x
x


 bباشد،   3 a  .را بیابید 

 

 

 

 

 :مقادیر  مثالb,a را چنان بیابید که A ,1 نقطه عطف منحنی تابع   1 f x ax bx  3 2  98باشد.خرداد 1
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را  3در سال های گذشته بارسم توابع خطی و درجه دو )سهمی( و قدر مطلق آشنا شدید. امسال حالت خاص تابع درجه 

 موختیم. اکنون میخواهیم توابع مختلف را با کمک نقاط مهم تابع و مشتق وعطف و مجانب ها رسم کنیم. آ

 باید مراحل زیر را طی کرد و هرکدام را در صورت وجود پیدا کرد.  رسم توابعبرای 

 ابتدا دامنه تابع را می یابیم.  -1

fسپس  -2  یم و صعودی و نزولی بودن و نقاط ماکزیمم و مینیمم را در صورت وجود می یابیم.را تعیین علامت میکن 

fتابع  -3   .را تعیین علامت میکنیم و وجود نقطه عطف و تقعر منحنی را بررسی میکنیم 

 محل تلاقی منحنی با محورهای مختصات را در صورت ساده بودن می یابیم.  -4

تابع را در بینهایت ها بررسی میکنیم. )این کار کمک می کند متوجه شویم برای رسم تابع از کجا شروع به رسم رفتار  -5

 کنیم. (

 مجانب های تابع را درصورت وجود پیدا می کنیم.  -6

 :نمودار تابع  مثال f x x x 2  را رسم کنید.  2

 

 

 

 

 

 

 رسم نمودار تابع 
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 :نمودار تابع  مثال f x x x 3  را رسم کنید.  23

 

 

 

 :نمودار تابع  مثال f x x x 2  را رسم کنید.  2

 

 

 

 :نمودار تابع  مثال     f x x x  
21  را رسم کنید.  3

 

 

 

 :نمودار تابع  مثال 
x

f x
x






2 1
3

 را رسم کنید.  
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 :نمودار تابع  مثال 
x

f x
x






4
2 10

 را رسم کنید.  

 

 

 

 

 :نمودار تابع  مثال   f x x x  
22  را رسم کنید.  3

 

 

 

 

 

 :نمودار تابع  مثال 
x

f x
x






1
1

 99را رسم کنید. تیر 
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