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  معرفي گراف: درس اول 

   : مقدمه

ي تعاريف و مفاهيم مربوط به آن، دو مثال زير را به عنوان مقدمـه ارائـه   ي گراف و ارائهقبل از ورود به نظريه 

  .مي كنيم

بـين   سازماني براي انجام تبادل اطلاعات داخلي        )1مثال

 مقابـل ي آن، مطابق شكل     كارشناسي هاي زير مجموعه   

   .وتري تشكيل داده استي كامپييك شبكه

  

 نمــودار مربــوط بــه مقابــل شــكل )2مثــال

مسابقات داخلي و بين تيمـي صـورت گرفتـه          

  .بين چند تيم ورزشي را نشان مي دهد

  

  
م ولي در مـورد دو    غير جهت دار    ل گراف   در مورد او  .  ها را نشان مي دهند     گرافنمودار هاي فوق دو نمونه از       

و هر پاره خط يا منحنـي كـه دو رأس را بـه هـم                ) گره (رأس هر نقطه را     در هر گراف   . است جهت دار گراف  

 همانطور كه از نمودار هاي فوق پيدا است، ممكن است دو يال يكديگر را در                . مي نامند  يالمتصل مي كند را     

ي يال ها گراف را     ي رأس ها و مجموعه    توجه داشته باشيد كه مجموعه     . قطع كنند  ،يك نقطه كه رأس نباشد    

  . نمايش دادنمودار گرافهر گراف را مي توان با يك نمودار موسوم به كيل مي دهند و تش

  : تذكر 

 هر يال مي تواند به صورت خط راست يا منحني باشد كه از يك رأس به رأس ديگر و در گراف جهت دار : 1

 وقـه ط يا حلقهيالي كه يك رأس را به خود آن رأس وصل مي كند، . از يك رأس به خود آن رأس وصل شود  

  .ناميده مي شود
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  )2ي صفحه ( 

  . مي گويندمجاوري يك يال به هم متصل شده باشند را دو رأس  دو رأس كه بوسيله: 2

و هر يال را با دو  ) 1v و2v و3vو(... يا  ) a وb وcو(...   هر رأس را با يك حرف كوچك لاتين مانند: 3

  .مگذاري مي كنندنا ) 1e و2e و3eو(... يا ) ab و bc وacو(... رأس آن يعني 

  .  گوينديال هاي موازي در گراف جهت دار دو يال كه ابتدا و انتهاي يكسان داشته باشند، را : 4

  . بديهي است كه گراف غير جهت دار نمي تواند طوقه يا يال هاي موازي داشته باشد: 5

  . مي نامندمنفرد در هر گراف رأسي كه شامل هيچ يالي نباشد را رأس  :6

گرافي كه حداقل يك يـال  . مي نامندتهيچنين گرافي را گراف . ن است گراف هيچ يال نداشته باشد  ممك  :7

  . گويندغير تهيداشته باشد را گراف 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  . ي تاريخي كه منجر به ابداع گراف شد را بيان مي كنيمدر ادامه يك مسئله
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  )3ي صفحه( 

  ي تاريخييك مسئله

را بـه خـود   ) در حال حاضر در روسيه ( ايي برخي از اهالي كونيكسبرگ يل قرن هيجدهم ميلادي ، معم  ادر او 

آنچه كه در شكل زير مـي بينيـد،    ي اين شهر كه از ميان شهر عبور مي كند، مانند       رودخانه. مشغول كرده بود  

 ردم اين شهر كنجكاو بودند كه بدانند آيا مي توان با حركت           مبرخي از   . شهر را به چند قسمت تقسيم مي كرد       

  ي شروع حركت برگشت؟از هركدام از پل ها، به نقطهقيقاً يك بار عبور  داز يك نقطه از شهر و

  

، رياضي دان برجسته سوئيسي، براي حل اين مسئله از شكل زير، كه امروزه آن               ) 1707 -1783(لئونارد اويلر   

  . كار امكان پذير نيستمي گوييم، كمك گرفت و با استفاده از استدلال ثابت كرد كه اين» گراف« را 

 را با چهار نقطه نمـايش داد و بـه ازاي            w و z و yو xيار ناحيه هاو چ 

هر پل كه بين دو ناحيه قرار دارد، نقاط متناظر با آن ناحيه ها را به وصـل          

  .نمايش گراف حاصل از مدل سازي اين مسئله است شكل مقابل. كرد

  

  تعريف گراف 

و متوجه شده يالها معرفي كرده ايم مجموعه اي از مجموعه اي از رأس ها و  شامل ساختاريگراف را تاكنون 

 گراف ،در اينجا به منظور دقت در تعريف. ايم كه برخي از گراف ها جهت دار و برخي غير جهت دار مي باشند       

   . اي غير جهت دار را جداگانه معرفي مي كنيمف هت دار و گرا هاي جه

  ف غير جهت دارگرا

ي متناهي و ناتهي از رأس ها و يك مجموعه از يال ها بطوري كه يالها رأس هاي مجزا را بـه                      يك مجموعه 

ت ديگر به عبار. هم متصل كنند، ساختاري را به وجود مي آورند كه به آن يك گراف غير جهت دار مي گويند        

),( EVG  و مجموعـه اي شـامل زيـر       Vي متنـاهي و نـاتهي ماننـد        ساختاري مركب از يك مجموعه     =
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  )4ي صفحه ( 

 را يال هاي گراف     Eي را رئوس و اعضا    Vعناصر.  مي باشد  Eمانند Vمجموعه هاي دو عضوي از عناصر     

  . مي نامند

},,,{ اگر : مثال dcbaV }},,{},,{},{{ و = dbdcbaE ),( آنگاه = EVG  گرافي است كه    =

  .اين گراف داراي نمودار به شكل زير است. چهار رأس و سه يال دارد

يالي كه ايـن    . دو رأس از يك گراف غير جهت دار باشند         a و bاگر

},{دو رأس را به هم متصل مـي كنـد را بـه صـورت                 ba     يـا بـه 

  . نامگذاري مي كنندie و گاهيabاختصار

  گراف جهت دار

),(گراف جهت دار   EVG  و مجموعـه اي     Vي متناهي و ناتهي   ساختاري است مركب از يك مجموعه      =

  .مي باشدE مانندVشامل زوج هاي مرتبي از اعضاي

  .در گراف جهت دار يالها به صورت پاره خط جهت دار يا پيكان مي باشند

ــال  ــر :مث },,,,{اگ edcbaV )},,(),,(),,(),,(),,(),{( و= bcdcabeacadaE ــاه =  آنگ

),( EVG اين .  گرافي است كه پنج رأس و شش يال دارد         =

  .گراف داراي نمودار به شكل زير است

  

  

  . مي نامندموازيي يكسان از نقاط پاياني را در يك گراف جهت دار دو يال مجزا با مجموعه

ابتدا و انتهاي آن بر هـم منطبـق          ( يك رأس را به خود آن رأس وصل كند           يالي كه ،  در يك گراف جهت دار    

  . مي نامندطوقهرا حلقه يا ) باشند
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  )5ي صفحه( 

  معرفي چند مفهوم 

  . گويند مي)همسايه (  مجاوري يك يال به هم متصل شده باشند را دو رأس  دو رأس كه بوسيله: 1

  .مي گويند) أس تنها ر(  1رأس منفرد رأسي كه شامل هيچ يالي نباشد را : 2

 مي نامند و گرافي كـه حـداقل يـك    هيچنين گرافي را گراف ت. ممكن است گراف شامل هيچ يالي نباشد  : 3

  . مي گويندغير تهييال داشته باشد را گراف 

  . گوينديالهاي موازي در گراف جهت دار دو يال كه ابتدا و انتهاي يكسان داشته باشند را : 4

  .حلقه يا يالهاي موازي داشته باشند  چنين گراف هايي نمي توانند،،ف غير جهت دار بنابر تعريف گرا: 5

 Gي يال هاي گراف   و همچنين مجموعه   V يا به اختصار   GV)( را با  Gي رأس هاي گراف    مجموعه  :6

  .نمايش مي دهيمE يا به اختصارGE)(را با 

},,,,{ اگر:مثال  edcbaV },,,,,{ و= decdbcaeacabE   : در اين صورت=

  .نمودار گراف را رسم كنيد: الف

  . را مشخص كنيدaرأس هاي مجاور رأس: ب

  :حل

  b و c وe:  عبارتند ازaرأس هاي مجاور 

مي توان شكل هاي مختلفي براي      گراف  يك  براي  ي چينش رئوس در گراف مهم نيست و لذا          نحوه :توجه  

و ي يـال هـا    و مجموعه هارأس  ي  ها مجموعه نمودار   اين   شمايندر  مهم اين است كه     . نمودار آن رسم كرد   

  .ي اتصال رأس ها درست باشدنحوه

در هر مورد نموداري براي گـراف       .  از رأس ها و يال ها داده شده است         دو مجموعه در موارد زير،      :1تمرين

  .رسم كنيد

},,,{ 15165241 vvvvvvvvE },,,...,{   و = 6321 vvvvV   الف (=

)},(),,(),,(),,(),,{( addcbccbbaE },,,{   و = dcbaV   ب (=

***  

                                                 
1
 .يز مي نامندرأس منفرد را رأس منزوي يا ايزوله ن.  
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  )6ي صفحه ( 

  :تمرين براي حل 

  : طوري كه .  رأسي رسم كنيد5براي هر يك از حالت هاي زير و در صورت امكان يك گراف  : 2

                          . داشته باشدمنفرديك رأس :  ب .                             رأس منفرد نداشته باشد:الف 

                            . داشته باشد منفردسه رأس : ت                              .اشد داشته بمفرددو رأس : پ 

***  

  گراف هاي مساوي

),(دو گراف  111 EVG ),( و = 222 EVG 21 را مساوي گويند، هرگاه    = VV 21 و = EE  مانند دو   =

  گراف زير

  

  

  

  

چه نتيجـه اي مـي   . ي يال هاي هر يك از گراف ها زير را بنويسيدي رئوس و مجموعه    مجموعه  :3تمرين

  گيرد؟ 

  

  

  

  

  

  

***  
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  )7ي صفحه( 

  گراف ساده

  .است كه هيچ حلقه يا يالهاي موازي نداشته باشد ) جهت دار يا غير جهت دار( گرافي گراف ساده
  

  

  

  

  .د تمام گراف هاي غير جهت دار ساده هستن: نتيجه
***  

  گراف چندگانه

اگر گراف جهت دار شامل يالهاي موازي يا شامل حلقه باشد، بـه             

  . مي گويندگراف چندگانهآن 

  
  .چندگانه است  هر گراف كه ساده نباشد،: نتيجه

 مگـر اينكـه خـلاف آن    ،منظور گراف ساده اسـت . ي گراف آورده شوداز اينجا به بعد هر جا كلمه    : قرار داد 

  .گفته شود

***  
  گراف چندبخشي

ــر مجموعــه ي  از مجموعــه2V و1V مجــزاياگــر دو زي

 مجاور 1V طوري باشند كه هر رأسGاز گراف Vرئوس

هـر   . مي نامنـد   دو بخشي  را   آنگاه گراف . نباشد 2Vازهيچ  

چنـد  را گراف   باشد  دو بخش مجزا    حداقل  گراف كه شامل    

  .مي كندرا به هم متصل نهاي مجزا هيچ يالي بخش در گراف هاي چند بخشي  .گويند مي بخشي

  . يال مي باشد5رأس و   6گرافي شامل : 4تمرين

  .نمودار اين گراف را طوري رسم كنيد كه چند بخشي نباشد: الف 

  .نمودار اين گراف را طوري رسم كنيد كه چند بخشي باشد : ب
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  )8ي صفحه ( 

  ي تعيين تعداد گراف هاي سادهنحوه

  .ابتدا چند تذكر جهت ورود به بحث مطرح مي گردددر 

ي متمايز غير واقع بر يك خط راست حداكثر         نقطه n بديهي است كه با    : 1تذكر
2

1

2

)( −=






 nnn
 پـاره   

  . مي توان رسم كردخط

  .ي متمايز غير واقع بر يك راستا چند پاره خط مي توان ايجاد كرد نقطه5 با : مثال

  :حل

10
2

155

2

5
=−=







 )(
     

 عضوي داراي حداكثر     n ي ه بديهي است كه هر مجموع     : 2تذكر
2

1

2

)( −=






 nnn
ي دو  زير مجموعـه 

  .عضوي است

},,,,,{ي تعداد كل زير مجموعه هاي دو عضوي مجموعه: مثال fedcbaV   . را بدست آوريد=

  :          حل

15
2

166

2

6
=−=







 )(
     

  . رأس حداكثر چند يال مي تواند داشته باشد7 يك گراف غير جهت دار با :مثال 

  : حل

21
2

177

2

7
=−=







 )(
     

2 رأس مي توان تشكيل داد برابرn باكه  تعداد گراف هاي ساده: نكته

1

2

)( −nn

  . مي باشد

ي يالهـا   حـال چـون مجموعـه     . رأس مي باشـد    n عضو باشد، پس داراي    n داراي Vي اگر مجموعه  : اثبات

در نتيجه حداكثر تعداد يالها با تعـداد زيـر    . است V هاي دو عضوي از اعضاي متمايز      متشكل از زير مجموعه   

 يعني   Vمجموعه هاي دو عضوي   
2

1

2

)( −=






 nnn
 nاز طرفي در گراف هـاي مختلـف بـا           .  برابر است  
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  )9ي صفحه( 

و يا ... يا دو يا سه و رأس ممكن است صفر يا يك 








2

n
بنابراين تعداد گراف هاي مختلف .  يال داشته باشيم

 رأس با تعداد زير مجموعه هاي يك مجموعه nبا 








2

n
2 عضوي يعني با 

1
2

22

)( −









=
nnn

  . برابر  است

},,{ اگر :مثال   cbaV  تشكيل مي شـوند،     Vيتعداد كل گراف هاي ساده كه با رأس هاي مجموعه          . =

  .را بدست آوريد و سپس آنها را رسم كنيد

  :حل

8222 32

13 3

2

1

====
−− )()(nn

    تعداد گراف هاي ساده

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

},,,,{ اگر :مثال   edcbaV  رأس  Vي ساده را بدست آوريد كه اعضاي مجموعـه        تعداد گراف هاي   . =

  .هاي آنها باشند
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  )10ي صفحه ( 

  :حل

1024222 102

15 5

2

1

====
−− )()(nn

    تعداد گراف هاي ساده

  . با توجه به تمرين فوق، بيشترين تعداد يال هاي ممكن گراف ساده را بيابيد:مثال 

  :حل

10
2

15 5

2

1 =−=−= )()(nn
   رأس5ي گراف ساده با   بيشترين تعداد يال ها

},,,,{ اگر :مثال   edcbaV ي مختلف با سه رأس مي تـوان رسـم          حساب كنيد كه چند گراف ساده      . =

  .  انتخاب شده باشندVيكرد كه رئوس آن از مجموعه

1 (8                  2(32                   3(80                       4(64  

  :حل

10
23

5

3

5
=

×
=








!!

!
   تعداد زير مجموعه هاي سه عضوي

8222 32

13 3

2

1

====
−− )()(nn

   رأس3  تعداد گراف هاي ساده با 

80810لذا طبق اصل ضرب تعداد كل گراف هاي مطلوب برابر    . مي شود×=

 n رأس ازrدر اين صورت تعداد گراف هـاي سـاده كـه بـا    . عضو باشد  n داراي Vي اگر مجموعه  :نتيجه  

  برابراست با. ، تشكيل مي شوندVيرأس مجموعه

2

1

2 

)( −

×






=
rr

r

n
  . ايجاد مي شوندn رأس ازr تعداد گراف هاي ساده كه با

***  
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  )11ي صفحه( 

  ي گرافمرتبه و اندازه

),(اگر EVG  مـي نامنـد و آنـرا بـا          Gيرا مرتبـه  ) Vتعداد اعضاي  (G يك گراف باشد، تعداد رئوس     =

)(Gpا به اختصار يpواضح است كه در هر گراف بايد. نمايش مي دهندNp   . باشد∋

),(اگر EVG  ـGيرا انـدازه ) Eتعداد اعضاي (G يك گراف باشد، تعداد يالهاي = ي نامنـد و آنـرا بـا     م

)(Gqيا به اختصار qواضح است كه در هر گراف بايد.  نمايش مي دهندWq   . باشد∋

  .  مي باشد8ي آن   و اندازه6 گراف زير يبراي مثال مرتبه

  

  

  

  :، همواره داريم2ي آن باشند اندازهq مرتبه وp اگرG در هر گراف ساده مانند: نكته








≤≤
2

0
p

q  

   باشد، حساب كنيد اين گراف حداقل چند رأس دارد؟43ي يك گراف ساده برابر  اگر اندازه:مثال 

1(9                  2(10                3(11                 4(12  

  :حل

10186
2

1
430

2
0 =→−≤→−≤≤→







≤≤ ppp
ppp

q )(
)(

  

م به كمك ي دوي درجهتوجه كنيد كه اين جواب با توجه به گزينه ها بدست آمد ولي مي توان با حل نامعادله

  .تعيين علامت نيز آنرا حل كرد

حـساب   .و برابر تعداد رأس هايش مي باشد گرافي ساده و غير تهي باشد كه تعداد يالهاي آن د  G اگر :مثال  

   حداقل چند رأس دارد؟Gكنيد كه

1(4                   2(3                     3(5                4(7  

                                                 

p:  در گراف چندگانه داريم - 2
p

q +≤≤ 







2

20 

d c 

e a b 

f 
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  :حل









≤≤→








≤≤

2
20

2
0

p
p

p
q  

51414
2

1
2

0 ≥→−≤ →−≤→−≤→ >
ppppp

pp
p

p)(
)(

  

***  

  ي رأس درجه

 را بـه    G در گـراف     vي رأس   درجه. ي آن رأس مي نامند    ذرند، را درجه  تعداد يالهايي كه از هر رأس مي گ       

ــورت  ــصار  deg(v(ص ــه اخت ــا ب ــد  vd)(ي ــي دهن ــايش م ــر رأس  . نم ــراي ه ــه ب ــت ك ــح اس  vواض

Wv:داريم ∈)deg(   

  .ي هر رأس منفرد برابر صفر است طبق تعريف بديهي است كه درجه: نتيجه

  .ي غير صعودي بنويسيد در گراف زير درجات رئوس را تعيين و سپس به صورت يك دنباله :مثال

  

  

  

  

  :حل 

  deg(a(=1وb)deg(=3 وc)deg(=0 وd)deg(=1 وe)deg(=1و

2=)deg(g2 و=)deg( f   

  ي درجات رئوس  دنباله3 و 2 و 2 و 1 و 1 و 1 و 0

  : تذكر

 مـي  ي رأس متناظر آن دو بار شـمارش      در يك گراف جهت دار اگر يك يال به صورت حلقه باشد، درجه             : 1

  .شود

  . استp−1ي هر رأس، حداكثردرجهpياز مرتبه در يك گراف ساده  :2

a 

b 

c 
g 

d 
e 

f 
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   باشد؟ چرا؟5 و 4 و 2 و1 و0ي درجات رئوس آن  آيا گرافي وجود دارد كه دنباله:مثال 

ي هـر رأس  ي گراف مي شود، در حالي كه درجهي يك رأس برابر مرتبه     خير، زيرا در اين صورت درجه      :حل  

  . باشدp−1بايد حداكثر

***  

  ي گرافدرجه

 يـا بـه   GD)(ي رأس هاي آن تعريف مـي كننـد و آن را بـا       ي همه ي يك گراف را با مجموع درجه      درجه

  . نمايش مي دهندDاختصار

∑
=

=++++=
p

i
ip vvvvvD

1

)deg()deg(...)deg()deg()deg( 321   

  . زير را تعيين كنيدي كل گراف درجه: مثال 

  

  

  

در اين صورت با توجه به ترتيب نام .  كافي است مجموع درجات رئوس را تعيين و با هم جمع كنيم:حل 

  :رئوس داريم

22131232311311 =+++++++++++=D  

***  

   رأس زوج–رأس فرد 

 نامنـد،    مـي  زوجهمچنين يك رأس را     . ي آن فرد باشد    مي نامند، هرگاه درجه    فرددر يك گراف يك رأس را       

  .ي آن زوج باشدهرگاه درجه

  

  

  

1v 2v 3v 4v 

7v 

6v 

9v 

8v 

5v 

10v 

11v 

12v 
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   را در نظر گرفته و سپس زير گراف هاي :مثال 

  .رأس هاي زوج و فرد را مشخص كنيد )ب        .ي كل گراف را بدست آوريدي هر رأس و درجهدرجه) الف

  .ي غير صعودي بنويسيدي رأس ها را به صورت دنبالهدرجه) ج

  .اد يالهاي آن مقايسه كنيدي كل گراف را با تعددرجه )د

  

  

  

  

  
  :حل

   درجات رأس ها: 1گراف

1=)deg( f2 و=)deg(e2 و=)deg(d2 و=)deg(c3 و=)deg(b 0 و=)deg(a  

5=q6              ي گراف            اندازه=pگرافي مرتبه   

10122230 =+++++=Dي كل گراف درجه  

eو dو cو a : رئوس زوج                    fو b : رئوس فرد  

  ي غير صعودي درجاتدنباله : 3و2و2و2و1و0

   درجات رأس ها: 2گراف 

5=)deg(d1 و=)deg(c 1 و=)deg(b 1 و=)deg(a  

4=q4              ي گراف اندازه=pگرافي مرتبه   

85111 =+++=Dي كل گراف درجه  

dو cو bو a : رئوس فرد  
  .گراف رأس زوج ندارد

  ي غير صعودي درجاتدنباله : 5و1و1و1

  . كل گراف دو برابر تعداد يالهاي آن استيدرجهدر هر دو گراف مي توان گفت كه 

b 

a 

c 

d e 

f 

 2گراف  1گراف 

a 

b 

c 

d 
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:                                          يعني.است) تعداد يالها(ي گرافدو برابر اندازه) مجموع درجات رئوس(ي كل گراف در هر گراف درجه :نكته 

qD 2=  

},,,...,{ فرض كنيم  :اثبات 321 pvvvvV چون هر يال    . باشد qيبا اندازه Gگراف رئوس   يمجموعه=

در  .ي مجموع درجات رئوس، هر يال دو بار شـمرده مـي شـود             لذا در محاسبه   دقيقاً از دو رأس آن مي گذرد،      

  :نتيجه

qvvvvvD
p

i
ip 2

1

==++++= ∑
=

)deg()deg(...)deg()deg()deg( 321  

  .هميشه زوج است Dي كل گراف يعني درجه:1 نتيجه

  . تعداد رأس هاي فرد هر گراف، زوج است: 2نتيجه

),( اگر مجموع درجات رئوس فرد در گراف :اثبات EVG  و مجمـوع درجـات رئـوس زوج را بـا     A را با =

Bنشان دهيم، خواهيم داشت .  

BAvD
p

i
i +== ∑

=1
)deg(  

چـون از مجمـوع   (  نيز زوج اسـت Bاز طرفي عدد   . زوج است  D مجموع درجات رئوس يعني    1يابر نتيجه بن

BDAدر نتيجه .) تعدادي عدد زوج بدست مي آيد       مجمـوع  A  نيز يك عدد زوج مي باشد و چـون          =−

  .ي فرد، هميشه زوج استلذا اين تعداد بايد زوج باشد، پس تعداد رئوس با درجه. عدد فرد مي باشدتعدادي 

   باشد؟ چرا؟5 و 4 و 3 و 3 و 1 و1 و0ي درجات رئوس آن  آيا گرافي وجود دارد كه دنباله:مثال 

  .د بايد زوج باشدي فري فرد دارد، در حالي كه تعداد رئوس درجه رأس درجه5 خير، زيرا اين گراف :حل 

   باشد، بيشترين تعداد يال كدام است؟5ي هر رأس آن حداكثر  رأس كه درجه35 در يك گراف با :مثال 

1 (70              2(78              3(87              4(88  

},,,...,{ اگر:حل 35321 vvvvV   :در اين صورت . ي رئوس اين گراف باشد مجموعه=
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∑
=

≤++++→














≤

≤
≤
≤

35

1

5...

5

.......

5

5

5

i
vvvv

v

v

v

v

)deg()deg()deg()deg(

)deg(

)deg(

)deg(

)deg(

35321

35

3

2

1

  

8787/5
2

355
3552355 = →≤→×≤→×≤→×≤→ ∈ qqqqD Wq  

 يا 2ي هر رأس آن فقط  طوري در نظر گرفته شود كه درجه11ي  و اندازه8ي  گرافي از مرتبهG اگر:مثال 

   دارد؟3ي  و چند رأس از درجه2ي تعيين كنيد اين گراف چند رأس از درجه.  مي باشد3

  : دارد، پس3ي  از درجهy و2ي  رأس از درجهx گيريم كه اين گراف:حل

pyx    تعداد كل رئوس+=

qyxD 232    مجموع درجات رئوس=+=





==→
=+

=+





→
=+

=+
6        2

8

2232232
yx

yx

yx

pyx

qyx
,  

آنها يك بين دوستي د كه  نفره از دانش آموزان يك كلاس را در نظر بگيريد و فرض كني7 يك جمع :مثال 

نها يا هر دو با هم دوست هستند و يا هيچ يك با ديگري دوست آيعني هر دو نفر از . استي دو طرفه رابطه

  : در اين صورت .نيست

  .اين مسئله را با يك گراف مدل سازي كنيد: الف 

  . باشد3ي تمام رئوس گراف حاصل برابر نشان دهيد كه امكان ندارد درجه: ب 

  .در آن جمع باشند  افراد داراي تعداد فردي دوستتمامنشان دهيد كه امكان ندارد : ج 

در اين . ي دوستي بين دو نفر را يك يال در نظر بگيريم اگر هر دانش آموز را رأس گراف و رابطه:حل  

  .داراي گرافي به شكل زير استي فوق صورت مسئله

  .ي دوستي ندارندرابطهاز دانش آموزان البته فرض كرديم كه برخي 

2173 باشد، مجموع درجات برابر 3ي تمام رئوس چراف حاصل اگر درجه =× 

  .لذا اين حالت امكان ندارد. خواهد شد كه عددي زوج نيست
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، نتيجه مي شود كه تعداد رئوس فرد گراف، فرد است كه اين عددي فرد باشدهر رأس ي  اگر درجههمچنين

  .ن نداردامكانيز 

  :تمرين براي حل 

 2 نفر از آنها هر كدام دقيقاّ با 6.  هفت نفر در يك اتاق هستند و برخي از آنها با يكديگر دست مي دهند :5

  . نفر دست داده باشد5نشان دهيد كه نفر هفتم نمي تواند دقيقاً با . نفر دست داده اند

***  

  ي رأس هاماكسيمم و مي نيمم درجه

 يـا بـه   ∆G)( مي نامنـد و آن را بـا   Gي را ماكسيمم درجه   Gدر بين درجات رئوس گراف    بزرگترين عدد   

  . نمايش مي دهند∆اختصار 

 يـا بـه     Gδ)( مي نامند و آن را با        Gيرجه را مي نيمم د    Gكوچكترين عدد در بين درجات رئوس گراف        

  . نمايش مي دهندδ اختصار

  .ي رأس ها را مشخص كنيد ماكسيمم و مي نيمم درجه مقابل در گراف:مثال 

  

  

  :حل

1,            4 ====∆ )deg()deg( ae δ  

≥≥∆ي  رابطهqي و اندازهpيبه ثابت كنيد در هر گراف از مرت:نكته 
p

q2δبرقرار است .  

},,...,{ گيريم كه :حل pvvvV   : پس=21

∑∑∑
===

∆≤≤→














∆≤≤

∆≤≤
∆≤≤
∆≤≤

p

i

p

i
i

p

i

p

v

v

v

v

v

111.......

)deg(

)deg(

)deg(

)deg(

)deg(

δ

δ

δ
δ
δ

3

2

1

  

∆≤≤ →∆≤≤→∆≤≤→ ≠÷
p

q
pqppDp p 2

2
0 δδδ  

d 

b 

e 

f 

a 

c 
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3np  وq=5 وδ=1 و∆=3:  اگر در يك گـراف داشـته باشـيم         :مثال    چـه  nتعيـين كنيـد كـه   =

)(مقداري را مي تواند داشته باشد؟ Nn∈      

1  (5             2  (3                3 (2                   4 (7  

  : حل

3     23/31/1

3

10

9

10
103

3

10
1

10

3

3

1
3

3

52
1

2

== →≤≤→

≤≤→≤≤→≤≤→≤×≤→∆≤≤

∈ nnn

nn
n

np

q

Nn ,

δ
  

حـالي كـه    در. ي صفر خواهيم داشت  زيرا با قبول اين مقدار رأس با درجه       .  غير قابل قبول است    n=3مقدار

  .مينيمم درجات يك مي باشد

. ي اين گـراف بحـث كنيـد      در مورد مرتبه   δ=2 و   ∆=4 داريم 6ي   با اندازه  Gي در گراف ساده   :مثال  

  .، نمودار گراف مورد نظر را رسم كنيدpسپس با بررسي حالت هاي مختلف

  :حل

631
62

1
2

6
1 ≤≤→≤≤→≤≤→≤×≤→∆≤≤ p

p

ppp

q
4

62
2

2δ  

 مـشاهده مـي كنـيم كـه فقـط        p=3وp=4وp=5وp=6با بررسـي حالـت هـاي مختلـف بـراي          

  .  قابل قبول استp=5حالت

  

  

***  

  ي يك رأس در گرافگي هاياي همسمجموعه

  :در اين صورت ،  باشدG يك رأس از گرافvاگر

 v رأسهمسايگي بـاز  متصل هستند، vكه به رأسGهمه رأس هايي از گراف    شامل  ي  مجموعه :الف  

  : يعني. نمايش مي دهندvNG)(مي گوييم و آن را با

)}(;)({)( GEuvGVuvNG ∈∈=  
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همـسايگي   متـصل هـستند،      vكه بـه رأس   Gرافهمه رأس هايي از گ    و   vي شامل رأس  مجموعه :ب  

  : يعني . نمايش مي دهندvNG][ مي گوييم و آن را باv رأسستهب

}{)(][ vvNvN GG U=  

  

  : مي توان نوشتزيرشكل گراف  با توجه به :مثال 

}{)( baNG =  

},,{)( gcabNG =  

{})( =fNG  

},{][ baaNG =  

},,{][ bdccNG =  

}{][ ffNG =  

***  

  مجاور    هاي يال 

به طـور مثـال در   .  هرگاه رأسي وجود داشته باشد كه آنها به آن متصل باشند        ، گوييم مجاوريال را   يا چند   دو  

  .  مجاور نمي باشندab وcd مجاور هستند ولي دو يالdc و bcمثال قبل يال هايكل ش

***  

  زير گراف 

رئـوس  ي  مجموعـه از  ي  اعـه ي رئـوس آن ، زيـر مجمو        گرافي است كه مجموعه    Gگرافيك زير گراف از     

ي از مجموعـه  اي  ي يالهاي آن زير مجموعه     و مجموعه  Gگراف

ــاي   ــال ه ــرافي ــدGگ ــاي    .  باش ــراف ه ــال گ ــور مث ــه ط ب

زيـر گـراف    . ه انـد   كه در شكل مقابل آمـد      3Gو2Gو1Gگراف

 نمـي   G زير گراف  4Gولي گراف    . مي باشند  Gگراف هايي از 

  . باشد

b 

f 

a 

e 
d 

c 

g 

a 

g 

b 

c 

d 

f 

e 

))G(( 
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   :نتيجه 

  .هر گراف زير گراف خودش است:   1

  .استي رأس ها با همبن مجموعه هر گراف ، زير گرافV رأس هاي با مجموعهگراف تهي:  2

***  
  گراف منتظم

   گويند، هرگاهمنتظميك گراف را 

  .ي هر رأس آن برابر يك عدد صحيح و نامنفي باشددرجه) الف

  .ي مساوي داشته باشندتمام رأس هاي آن درجه) ب

  . منتظم گويند−r باشد، آن گراف را rي هر رأساگر در يك گراف منتظم درجه

  

  

  

  

  

  
  

  منتظم منتظم منتظم منتظم----2222گراف گراف گراف گراف 

a 

b 

c d 

f 

e 

  منتظم منتظم منتظم منتظم----2222گراف گراف گراف گراف 

a 

b 

c d 

e 

  منتظم منتظم منتظم منتظم----4444گراف گراف گراف گراف 

a 

b 

c d 

e 

g 

b 

c 

d e 

))1G(( 

a 

g 

b 

c 

d 

f 

e 

))3G(( 

a 
b 

f 

))2G(( 

a 

g 

b 

c 

d 

f 

e 

))4G(( 

h 
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  . باشند6ي  منتظم بوده و از مرتبه-2 گراف هايي رسم كنيد كه :مثال 

  : حل 

  

  

  

  

  

  

***  

  گراف كامل

  . باشدp−1ي هر رأس آن مي گوييم، هرگاه درجهكامل را يك گراف pييك گراف از مرتبه

 5 تا 1ي در نمودار هاي زير گراف هاي كامل از مرتبه.  نمايش مي دهندpK را باpيگراف كامل از مرتبه

  .رسم شده است

  

  

  

  

  

برابـر تمـام رأس هـاي گـراف     ، vمانندي يك رأس ي همسايگي بستهدر هر گراف كامل مجموعه   :نتيجه  

  :يعني . است

VvNG =][  

*** 

  

a 

1K 

a 

b 
2K 

a 

b c 

3K 

a 

b c 

d 

4K 

a 

b 

c 
d 

e 

5K 

1G 3G 

2G 
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  گراف تهي

گراف .  مي گوييم، هرگاه هيچ يالي نداشته باشد       تهي را   pييك گراف از مرتبه   

  :مقابلمانند گراف . د نمايش مي دهنpK را با pيتهي از مرتبه

  

  : چند نكته

prبرابر pي منتظم از مرتبه−r تعداد يال هاي هر گراف: 1
2

1
  :زيرا.  است

  

            prq
prD

qD
=→





=
=

2
2

 

  .) هر دو با هم فرد نيستندrوpدر گراف منتظم پس . (  زوج استprيعني در گراف منتظم 

)( يك گراف  pيهر گراف كامل از مرتبه    :  2 1−− p               منتظم است و در نتيجـه در هـر گـراف كامـل از 

  :  داريمpيمرتبه

)( 1
2

−= ppq
1

=−1    و    pr 

 .  منتظم است ولي كامل نيست-2مانند گراف زير كه .  ممكن است گرافي منتظم باشد ولي كامل نباشد: 3

 . منتظم است-0 يك گراف pي  هر گراف تهي از مرتبه: 4

 . استr=∆=δظم همواره  منت−r در هر گراف : 5

 . باشد،آن گراف منتظم استδ=∆ اگر در يك گراف : 6

 . در هر گراف كامل تمام رئوس با هم مجاورند، يعني بين هر دو رأس آن يك يال وجود دارد: 7

≥−1 منتظم همواره −r در هر گراف: 8 prاست . 

  .  را رسم كنيد6K گراف كامل:مثال 

  :حل
  

  

a 

b c 

3K 
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 13 به تعـداد  p−2ياز تعداد يالهاي گراف كامل از مرتبهpي تعداد يال هاي گراف كامل از مرتبه       :مثال  

  .را پيدا كنيدpمقدار. واحد بيشتر است

  :   حل
  pيتعداد يالهاي گراف كامل از مرتبه = p−2يتعداد يالهاي گراف كامل از مرتبه + 13

13
2

32

2

1 +−−=−
⇒

))(()( pppp
  

8324266522 =→=→++−=−→ pppppp  

852اگـر  . داده شده استqي با اندازهpي منتظم از مرتبه-3 گرافي :مثال   −= pq مقـادير .  باشـدp 

  . را بيابيدqو

  :حل



 ==→=−→

=
−=

6       4385
32

852
qppp

pq

pq
,  

   آيا گراف تمرين قبل كامل است؟ چرا؟:مثال 

  .ل مي باشد است پس كام4ي  منتظم از مرتبه-3 چون اين گراف :حل

162:  منتظم، داشته باشيم-6 اگر در يك گراف :مثال  =− pqمقادير  pو qرا بيابيد .  

  :حل





==→=−




→
=

=−
→

=
=−

48       161623
3

162

62

162
qppp

pq

pq

pq

pq
,  

  . وجود ندارد17ي  منتظم از مرتبه-5ثابت كنيد كه گرافي   :مثال

  :پس.  مي باشدpي آن گيريم كه چنين گرافي وجود دارد و مرتبه) هان خلفاثبات به روش بر (:حل

51722 ×=→= qprq  

517 85 زوج است وليq2و اين ممكن نيست زيرا    . و نمي توانند برابر باشندمي باشد فرد ×=

آيا امكان .روند و قبل از سفر قرار مي گذارند، هركس به سه نفر ديگر نامه بفرستد          پنج نفر به سفر مي        :مثال

  دارد، هركس به آن سه نفري نامه بفرستد كه از آنها نامه دريافت مي كند، چرا؟
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  در اين صورت.  اگر هر نفر را رأس و هر نامه را يال در نظر بگيريم:حل

3522 ×=→= qprq  

  . نيستو چنين چيزي ممكن

به گراف مقابل چند يال اضافه شود ، تا به گراف كامل تبديل   :مثال 

  .شود

  

 حال اگر قرار اسـت  p=9 و q=10:  با توجه به گراف داريم     حل

36بايد  . اين گراف به يك گراف كامل تبديل شود       
2

89

2

1 =×=− )( pp
 بايـد بـه     لذا.  يال داشته باشيم   

  .  يال به اين گراف اضافه شود تا كامل شود36 -10 =26تعداد 

  .ي هر رأس آن را بيابيددرجه.  يال است55يك گراف كامل داراي   :مثال

  :حل

101-111

111101
2

1
55

2

1

==→−=

=→=−→−=→−=

rpr

ppp
pppp

q )(
)()(

  

ي چند رأس آن ماكسيمم حساب كنيد كه درجه.  مي باشد27ي آن  و اندازه8ي يك گراف برابر مرتبه  :مثال

  .است

لذا حـداكثر تعـداد   .  باشد8ي  براي اينكه اين گراف داراي تعداد يالهاي بيشتري باشد، بايد كامل از مرتبه      :حل

28يالهاي آن برابر  
2

78

2

1 =×=− )( pp
 اسـت، لـذا ايـن گـراف     27ي گـراف  چـون انـدازه  .  خواهد شد 

 داشـته باشـد، داراي      7 رأس از درجه     8پس به جاي اينكه     .  بوده و يك يال از آن حذف شده است         8Kكامل

  .ي ماكزيمم دارندپس شش رأس آن درجه.  باشديم  6ي  و دو رأس از درجه7ي شش رأس از درجه

   كدام است؟rعدد.  وجود دارد9ي  منتظم از مرتبه−rيك گراف  :مثال

1(5               2 (6               3 (7                  4(10  

  : حل

a 

b 

d 

c 

f 

e g 

k 

h 
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rqprq 922 =→=  

≥−1از طرفي .  بايد زوج باشدrلذا  pr 819 پس =−≤rدو درست است در نتيجه گزينه .  

∑ وδ=∆=6: اگر در يك گراف داشته باشيم  :مثال
=

=
p

i
iv

1

42)deg( . اين گراف را بيابيدمرتبه .  

  r=6 منتظم است و −r مي باشد، اين گرافδ=∆ چون  حل

7426622
422

1

2 =→= →= →== ==

=

=
∑ pppqqvD qD
p

i

prq
i )deg(  

  . به دست آوريدتعداد رأس هاي اين گراف را.  يال دارد120يك گراف كامل  :مثال

  : حل

16151612401
2

1
2

=→×=−→=−→−=→







= ppppp

ppp
q )()(

)(
120  

  در كدام گراف كامل، تعداد رأس ها، نصف تعداد يال ها است؟  :مثال

1(4K              2( 5K               3 (6K              4( 10K  

   :حل

541
2

1
2

02
2 =→=− →−= →







= ≠=→=
pp

pp
p

p
q p

qp
q

p )(
2  

   دارد؟8ي اين گراف حداكثر چند رأس درجه.  يال دارد35يك گراف ساده   :مثال

1(2              2( 7               3 (8              4( 5  

36برابر9K تعداد يال هاي گراف كامل   :حل
2

9
=







=qاين گـراف يـك يـال كـم     حال اگر از.  مي باشد 

  . خواهيم داشت8 و هفت رأس درجه 7دو رأس درجه ي . كنيم

  ي رئوس چند است؟مينيمم درجه.  مي باشدq=40 وp=10در يك گراف  :مثال
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45برابر   10K تعداد يال هاي گراف كامل     : حل
2

10
=







=q  حال اگـر فقـط از يـك رأس ايـن     .  مي باشد

459 به 9ي آن رأس از درجه.  يال حذف  كنيم5گراف    .δ=4لذا .  تبديل مي شود−=

***  

  :تمرين براي حل 

  . ال است ي 36 يك گراف كامل داراي :6

  . را مشخص كنيدGδ)( و ∆G)(مقدار : ب                       .تعداد رئوس گراف را تعيين كنيد: الف 

  .منتظم رسم كنيددر هر مورد و در صورت امكان يك گراف   :7

   . رأس باشد5م كه داراي تظ من- 3گراف : ب           . رأس باشد6ظم كه داراي ت من- 4گراف : الف 

   منتظم رسم كنيد كه−k رأسي غير تهي و4 يك گراف  :8

  . بيشترين مقدار را داشته باشدk: الف 

  .ين مقدار را داشته باشدكمتر k: ب 

   منتظم رسم كنيد كه−k رأسي غير تهي و5يك گراف   :9

  .يشترين مقدار را داشته باشد بk: الف 

  . كمترين مقدار را داشته باشدk: ب 

***  

  گراف دور و گراف چرخ

  . نمايش مي دهندpCمي گويند و آن را با دور  را گراف pي  منتظم از مرتبه-2هر گراف 

  

  

  

   
3C 4C 5C 
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گـراف  .  دور اضافه شود و اين رأس جديد به ساير رأس هاي گـراف دور متـصل شـود   اگر يك رأس به گراف  

  . نمايش مي دهندpW مي گويند و آن را با چرخجديد را گراف 

  

  

  

  

گـراف  .  باشد 3رئوس برابر   ي  ي بقيه  و درجه  p−1ي يك رأس آن   كه درجه pي هر گراف از مرتبه    :تذكر

  .چرخ مي باشد

***  

  مكمل گراف

),(دو گراف  111 EVG و ),( 222 EVG گويند، هرگاهمكمل را :  

VVV :الف == EEE:ب                      21 =21 U   

Φ=21: ج  EE I                      د:),( EVG   . كامل باشد=

به عبارت ديگر دو گراف با رأس هاي يكسان و يال هاي متفاوت را مكمـل همـديگر مـي نامنـد، هرگـاه از                         

  .اجتماع آنها يك گراف كامل حاصل شود

  . به دو گراف زير توجه كنيد. نمايش مي دهندGرا با  G يك گراف باشد، مكمل گراف Gاگر 

  

  

  

  

  

  

  

a 

b c 

d 

 G گراف

a 

b c 

d 

 G گراف

6W 4W 
5W 
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  . مكمل گراف زير را رسم كنيد:مثال 

  

  

  

  : حل

  

  

  :نتيجه 

 اگر بين دو رأس از يك گراف، يالي وجود داشته باشد، در گراف مكمل آن، بين اين دو رأس يـال وجـود                    : 1

  ندارد و برعكس

  .ك گراف كامل است اجتماع دو گراف مكمل همواره ي: 2

  . مكمل هر گراف تهي، يك گراف كامل و مكمل هر گراف كامل يك گراف تهي است: 3

  

  

  

  

q رأس ولي p يال، دارايq رأس و pمكمل يك گراف ساده با  : 4
p

−








2
  . يال است

 چنـد  Gحساب كنيد مكمل آن يعني.  يال مي باشد20 داراي 8ي  از مرتبهGك گراف ساده مانند   ي :مثال  

  .يال دارد

  : حل 

8202820
2

188
20

2

8

2
=−=−−=−








=−







 )(
q

p
  

  

a 

b 

c a 

b 

c 
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  :تمرين براي حل 

  .گراف مقابل را در نظر بگيريد و سپس به سئوالات زير پاسخ دهيد :10

  . را بنويسيدδ و∆اديرمق: الف 

  ي كل گراف چند است؟درجه: ب 

  . را بنويسيدaNG][ وaNG)(مجموعه هاي: پ 

  .نام دو يال را بنويسيد كه مجاور نباشند: ت 

  .كنيد را رسم Gمكمل گراف:  ث 

ي رأس  به ترتيب درجهvdG)( وvdG)( از آن باشد وpيهب مرتاز G يك رأس از گرافvاگر :11

vدر گراف هاي Gو Gمقدار.  باشند)()( vdvd GG   .را به دست آوريد +

)()( رأس باشد، مقدارp يك گراف باGاگر :12 GqGq   . به دست آوريد+

  وجود دارد؟ pKوGوGاي بين تعداد يال هاي گراف هايرابطه چه  باشد،رأسpيك گراف باG اگر:13

  .  داده شده استمقابل در شكل G گراف:14

  . را تعيين كنيدGگراف در b وaدرجات رئوس: الف 

  . را به دست آوريدGمجموع درجات رأس هاي گراف: ب 

***  

  مسير گراف

 مي مسيربكار مي رود، را ) يا غير متفاوت(در يك گراف هر دنباله از يال كه براي ارتباط بين دو رأس متفاوت 

  .نامند

 دنبالـه   G در گـراف   v به u باشند، يك مسير از    G دو رأس متفاوت از يك گراف مانند       v و u اگر : توجه

بطوري كـه هـر دو رأس   . ختم مي شود v آغاز و به u  رأس دو به دو متفاوت كه از m+1اي است شامل  

  .)مگر اينكه احتمالاً ابتدا و انتهاي آن يكسان باشند ( . مجاور باشندGمتوالي اين دنباله در گراف

   در گراف زيرacdbمسير : مانند. ستفاده مي كنيمتوجه داشته باشيد كه در نامگذاري مسير ها از رأس ها ا

a 

b 

c 

d 

e 

)(G 

a 

d 

c 

b 

f 

e 
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 باشـد،  vاگر دنباله اي فقط شامل يك رأس ماننـد  . را طول مسير مي نامند    ) mعدد(تعداد يالهاي هر مسير     

  . مي گويندv بهvطول آن مسير را صفر از

 با توجه به گراف فوق يك مسير به طول صفر، يك مسير به طول يك، يك مسير به طـول دو، يـك                   :مثال  

  .مسير به طول سه، يك مسير به طول چهار و همچنين يك مسير به طول پنج بنويسيد

  :حل

  

  

  

  

  

  . را بنويسيدb به a در گراف مقابل تمام مسير هاي از :مثال 

  

  

  

  : حل

  

  

  

  

  

a 

b 

c 

d 

e 

  dd  مسير به طول صفر
  be  1مسير به طول 
  cdb  2مسير به طول
  adbe  3مسير به طول
  acdbe  4مسير به طول
  .وجود ندارد  5مسير به طول

 

b 

 
a 

e 

d 
c 

  طول مسير  مسير  

  ab  1  مسير اول

  acdb  3  مسير دوم

  acedb  4  مسير سوم

  aedb  3  چهارم مسير

  aecdb  4  پنجم مسير
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   وجود دارد؟b به a از 3 در گراف مقابل چند مسير به طول :مثال 
1(5            2(4              3(3             4(2  

  

  اين مسير ها عبارتند از .  وجود دارد3 فقط سه مسير به طول b به a از:حل

adcb و aecbو  acdb  

 نمايش مي nPبا را خطي مي نامند و آن را  رأسي تشكيل شده باشد n گرافي كه تنها از يك مسير:توجه 

   مانند گراف شكل زير.دهيم

  

  

  

  . وجود دارد2ي رأس درجهn−2 و1ي  همواره دو رأس از درجهnP در گراف خطي:نتيجه 

 شامل يك مسير به Gنشان دهيد كه . Gδ)(≤4باشد و داشته باشيم  يك گراف G فرض كنيد:مثال 

  . است4طول بزرگتر يا مساوي 

زيرا  ( . حتماً به رأس ديگري متصل است1v پس هر رأس و از جملهGδ)(≤4چون در اين گراف: حل 

  . ) .با فرض مسئله تناقض داردي آن صفر مي باشد كه اگر چنين نباشد درجه

. (  متصل است1v ديگر غير از به رأسي2vدر اين صورت حتماً.  متصل مي باشد2v به1vفرض كنيم كه

   ..)له تناقض دارد كه با فرض مسئ خواهد بود1ي آن  اگر چنين نباشد، درجهازير

.  متصل است2v و1v ديگر غير از به رئوسي3vحتماً در اين صورت .  متصل است3v به2vفرض كنيم كه

  .) ه با فرض مسئله تناقض دارد خواهد بود ك2ي آن زيرا اگر چنين نباشد، درجه( 

 متصل 3v و2v و1vديگر غير از به رئوسي 4vدر اين صورت حتماً .  متصل است4v به3vفرض كنيم كه

  .)  خواهد بود كه با فرض مسئله تناقض دارد3ي آن  چنين نباشد، درجهزيرا اگر. ( است

54321لذا مسير .  متصل است5v به4vفرض كنيم كه vvvvv در گراف 4 يك مسير به طول Gاست .  

  

  

a 

e 

c 

d 

b 

))7P(( 
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  :تمرين براي حل 

kG يك گراف باشد و داشته باشيمG فرض كنيد :15 ≥)(δ .  تعيين كنيد كه كدام يك از گزاره هاي

آنكه درست است ثابت كنيد و براي آنكه نادرست است، مثال نقض . و كدام يك نادرست استدرست زير 

  .بنويسيد

  .  استkطول لزوماً شامل دوري به G: الف 

  .  استk+1 لزوماً شامل دوري به طولG :ب 

***  

  گراف همبند و گراف ناهمبند

اگر يك گـراف  .  مي ناميم، هرگاه بين هر دو رأس آن حداقل يك مسير وجود داشته باشدهمبنديك گراف را  

  .اهمبند مي نامندهمبند نباشد،آن را ن

  . ناهمبند مي باشند4و2 همبند و گراف هاي3و1در مثال هاي زير گراف هاي

  

  

  

  

  

  

  

  : نتيجه

  .اين گراف همبند است.  باشدp−1ي يكي از رأس ها ، اگر درجهpي در گراف ساده از مرتبه: 1

  . هر گراف كامل همبند است: 2

  .ي هر رأس حداقل يك مي باشد در يك گراف همبند با بيش از يك رأس درجه: 3

  . هر گراف تهي با بيش از يك رأس ناهمبند است: 4

 2گراف
 1گراف

 3گراف 4گراف

https://konkur.info



  )33ي صفحه( 

   منتظم همبند است؟ چرا؟−r آيا هر گراف :مثال 

  . منتظم است ولي همبند نيست-2 خير، گراف زير :حل

  

pq: داريمpيز مرتبه منتظم ا-3 در يك گراف :مثال  24 =+   

  .يك گراف همبند و يك گراف ناهمبند با اين شرايط رسم كنيد) ب        . را بدست آوريدq وpمقدار) الف

  :حل

1242

834224224
2

=−=
=→=− →−=→=+ =

pq

ppppqpq rpq )(  

  

  

  

  

  .ي اين گراف را بيابيد داده شده است،حداقل و حداكثر اندازه20ي د از مرتبهيك گراف همبن :مثال 

  . واضح است كه در هر گراف همبند داريم: حل

19019
2

12020
120

2

1
1 ≤≤→−≤≤−→−≤≤− qq

pp
qp

)()(
  

),(گـراف    :مثال   EVG },,,,{ كـه در آن      = edcbaV },,,{ و   = debcacabE  داده شـده    =

  .است

  .ار اين گراف را رسم كنيدنمود) الف

  .ي غير صعودي بنويسيدي رأس ها را به صورت دنبالهي همهدرجه) ب

  آيا اين گراف همبند است؟چرا؟) ج

  :حل

  ي درجات  دنباله2و2و2و1و1

  . مسير وجود نداردd بهaگراف همبند نيست ، زيرا مثلاً از

 گراف همبند

 گراف ناهمبند

d 

e 
a 

b 

c 
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  :  نكته 

 ناهمبند باشد، آنگاه تعداد يال هاي آن حداكثر G اگر گراف :1






 −
2

1p
  .مي باشد

1 حداقلpي از مرتبهG اگر گراف :2
2

1
+







 −p
  .ت يال داشته باشد، آنگاه اين گراف حتماً همبند اس

  .حداكثر تعداد يال هاي آن را به دست آوريد.  داده شده است5ي  از مرتبهGگراف ناهمبند :مثال 

  : حل 

6
2

34

2

4

2

15

2

1
=×=







=






 −
=






 −p
  

  . را تعيين كنيد5ي حداقل تعداد يال هاي گراف همبند از مرتبه :مثال 

  :  حل 

7161
2

34
1

2

4
1

2

15
1

2

1
=+=+×=+







=+






 −
=+







 −p
  

ك گراف  اگر در ي:توجه 
2

1−≥ pδآنگاه آن گراف همبند است.  باشد.  

  . را طوري بيابيد كه اين گراف همبند شودδ حداقل مقدار8ي در يك گراف از مرتبه :مثال 

  :حل

453
2

18
2

1 =→≥→−≥→−≥ δδδδ /
p

  

  : توجه 

  . همبند استGه مكمل آن يعني آنگا. گرافي ناهمبند باشدG اگر :1

  . همبند استGآنگاه مكمل آن يعني. گرافي ناهمبند باشدG اگر :2

 مي نامند، هرگـاه بـا       پل در يك گراف همبند، يك يال را         : توجه

وض گـراف مفـر   ) بـدون حـذف رئـوس انتهـاي آن        (حذف آن يال    

 a b c  مقابل در گراف abمانند يال. ناهمبند شود

d e 

f 
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  .گراف مقابل چند پل دارد :مثال 

  

  

  

  .زيرا با حذف يكي از آنها گراف حاصل ناهمبند مي شود . 74vv و 53vv.  اين گراف دو پل دارد:حل 

***  

  گراف اويلري

ماننـد  . ي تمام رأس هـاي آن عـدد طبيعـي زوج باشـد     مي گويند، هرگاه درجهاويلريي را يك گراف غير ته 

  گراف هاي زير

  

  

  

  .ولي گراف زير اويلري نيست

  

  

  : نتيجه

ي يالهاي گراف فقط يك بار  در هر گراف اويلري مي توان روي تمام يالها حركت كرد بطوري كه از كليه      : 1

  .گذشت

  .ي زوج دارند اويلري باشد،آنگاه تمام رأس هاي آن درجهG اگر گراف : 2

  

  . طبق تعريف گراف اويلري، گراف مربوط به پل كونيگسبرگ اويلري نيست: 3

  .عددي فرد باشد، اويلري استpكه در آنpK هر گراف كامل: 4

***  

a 

d 

c 

b 

3v 5v 6v 

4v 1v 

2v 

7v 

8v 9v 
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  دور گراف

طول مـسير هـر     .  مي نامند  دور هر مسير را كه رأس ابتدايي و انتهايي آن يكسان باشند را يك               در يك گراف  

  .دور گراف را طول آن دور مي گويند

 و  acdea و abcdea در گراف مقابـل مـسير هـاي          :مثلاً

abcaمي 3و4 و5رابر دور هستند كه به ترتيب داراي طولي ب 

توجه داشته باشيم كه در هر دور رأس تكراري بجز ابتدا . باشند

  .و انتها نداريم

   : نتيجه

  . باشد3طول هر دور نمي تواند كمتر از   :1

 . استm−1رأس داراي طولي برابر) m ) 4≥mهر دور از يك گراف متشكل از   :2

  : منتظم رسم كنيد كه-3گرافي  :مثال 

  .       نداشته باشد3دوري به طول ) ب.                                            باشد3شامل دوري به طول ) الف

  : حل

  

  

  

  

  

},,,,{:  در يك گراف داريم :مثال  edcbaV },,,,,,{ و = decdcebdaeacabE =  

  . را رسم كنيداين گراف) الف

  . در اين گراف را بنويسيد5 و يك دور به طول 4يك دور به طول ) ب

  .گراف حاصل كامل مي شود نام يالهايي را بنويسيد كه اگر به اين گراف اضافه شوند،) ج

  

a b 

f 

e 

c 

d 

 fdef وabca: 3 به طول يدور ها . ندارد3دور به طول 

a 

f 

d 
c 

e 

b 
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  : حل

  

  

  

  

10اگر قرار است اين گراف كامل شود، پس بايد 
2

45

2

1 =×=− )( pp
گراف ولي اكنون .  يال داشته باشد

3710 يال است لذا به تعداد 7داراي فقط    bc وbe و ad: اين يالها عبارتند از. يال بايد اضافه شود−=

اين گـراف دو رأس  اگر در .  مي باشند4و3و2و2و2و1ي رأس ها به ترتيب در يك گراف همبند، درجه     :مثال  

  . در اين گراف را بيابيد3با درجه هاي بزرگتر مجاور نباشند، تعداد دور هاي به طول 

 مجاور نيستند، پس نمودار اين 4و3 چون رئوس به درجه هاي    :حل

بديهي است كه اين گراف دوري بـه        . گراف به شكل زير مي باشد     

  . ندارد3طول 

  

  چند رأس متفاوت تشكيل شده است؟بزرگترين دور در گراف زير از  :مثال 

 بزرگترين دور است، پس abcdea در اين گراف دور :حل

  . رأس مي باشد5داراي 

  : نكته

  .گراف تهي مسير به طول يك يا بيشتر ندارد:  1

  .دور ندارد ) pK( هر گراف تهي : 2

  . باشد، نمي تواند دور داشته باشد3تر از  هر گراف كه تعداد رأس هاي آن كم: 3

  :تمرين براي حل 

  : كه سپس در هر مورد گراف را طوري رسم كنيد. را در نظر بگيريد رأسي 9يك گراف   :15

a 

e 

b 

d 

c 4به طول  دور:  abdea  

 abdcea:  5دور به طول 

a b c 

f 

e d 

c b 

e 

d 

f 

a g 
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  . داشته باشد و هيچ دوري به طول غير از اعداد مذكور نداشته باشد9 و 7 و 6 و 5دورهايي به طول : الف 

  . داشته باشد و دوري به طول غير از اعداد مذكور نداشته باشد9 و 8 و 7 و 6 و 5دورهايي به طول : ب 

  : حل

  : ب                                                                              : الف 

  

  

  

  

***  

  هاميلتوني گراف 

مـي  هـاميلتوني   آن گراف را    . وجود داشته باشد   pدوري به طول  ) p)3≥pياگر در يك گراف از مرتبه     

  . را دور هاميلتوني مي نامندpدر هر گراف هاميلتوني دور به طول. نامند

  . دور هاميلتوني دوري است كه از تمام رئوس گراف مي گذرد :توجه

 يـك دور    abcda است و دور     4ي هاميلتوني از مرتبه    گراف مقابل يك گراف    :مثال

  . است4هاميلتوني به طول 

  

 گراف زير هاميلتوني نيست، زيرا در آن دوري وجود ندارد كـه از همـه    :مثال

  .ي رأس ها بگذرد

  . همبند است،نشان دهيد كه هر گراف هاميلتوني :مثال 

 هاميلتوني باشد، در اين صورت شامل دوري است كه از تمام رئـوس مـي گـذرد، بنـابراين          Gاگر گراف  :حل

درجه هر رأس آن حداقل دو است و تمام رئوس به هم متصلند، يعني بين هر دو رأس آن مـسير وجـود دارد،                 

  .پس همبند است

  

a b 

d c 

a 
b c 

e d 

1v 

2v 

3v 

4v 
5v 6v 

7v 

8v 

9v 1v 

2v 

3v 

4v 
5v 6v 

7v 

8v 

9v 
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  آيا هر گراف همبند، هاميلتوني است؟چرا؟ :مثال  

  .  بند است ولي هاميلتوني نيست هممقابل خير، گراف :حل

  

  .گرافي رسم كنيد كه اويلري باشد و هاميلتوني نباشد :مثال  

  :حل 

  

  . است2ي هر رأس حداقل ثابت كنيد كه در گراف هاميلتني درجه :مثال 

ي آن لذا درجه.  چون گراف هاميلتني همبند است، پس هر رأس بايد حداقل با دو رأس ديگر مجاور باشد:حل 

  . مي باشد2رأس حداقل 

دور هاي ايـن گـراف را       .  مي نامند  پِتِرسِنرا گراف   مقابل  گراف   :مثال   

  .بنويسيد و نشان دهيد كه اين گراف هاميلتوني نيست

  :حل

       abcdgla : 6             دور به طولabcdea : 5دور به طول

  gkbcdeffhl : 9         دور به طولbcdglhfkb :8دور به طول

  . ندارد، پس هاميلتوني نيست10 است و چون اين گراف دوري به طول 10مرتبه اين گراف 

  . مي باشد15ي  و اندازه10ي اين گراف از مرتبه.  منتظم است-3 گراف پترسن گرافي همبند و : توجه

  ني است، چرا؟آيا گراف زير هاميلتو :مثال 

  

  

  

  

  

  

a 
b c 

e d 

a 

b e l k 

f h 
g 

c d 

a 
b c 

e d 

f 
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اين دور را با توجه با شماره هـا         . چون دوري دارد كه از تمام رئوس مي گذرد        .  اين گراف هاميلتوني است    :حل

  .مي توان تعيين كرد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

***  

  درخت

 نمـايش   pTبـا    را   pيهر درخت از مرتبه   .  مي نامند  درختهر گراف همبند كه شامل هيچ دوري نباشد را          

  .مي دهند

  . مي باشند5 گراف هاي زير درخت از مرتبه :مثال

  

  

  .ولي گراف هاي زير درخت نيستند

  

  

  

 .همبند نيست  
 .دور دارد

1 

2 

3 

4 5 

6 

7 

20 19 
9 

8 
12 

13 

18 

10 
17 

16

11 
15 

14 
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  .اين درخت را رسم كنيد. ي درجات رئوس يك درخت به شكل زير استدنباله :مثال 

  3 و 3 و 3 و 2 و 1 و 1 و 1 و 1 و 1 

  :حل 

  

  

  

  

  .نيد كه بين هر دو رأس  هر درخت دقيقاً يك مسير وجود دارد ثابت ك:توجه 

ايـن مـسير يكتـا      .  چون هر درخت يك گراف همبند است، لذا بين هر دو رأس آن يك مسير وجود دارد                 :حل

  .است، زيرا اگر چنين نباشد گراف داراي دور خواهد شد كه با تعريف درخت متناقض است

زيـرا در  .  وجود داشته باشد، يك درخت است   دقيقاً يك مسير  فاوت آن    گرافي كه بين هر دو رأس  مت        : توجه

  .اين صورت همبند بوده و دور نخواهد داشت

***  

3 

2 

1 

3 
3 

1 1 1 
1 
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  مدل سازي با گراف : موددرس 

   : مقدمه

 و بـا  ي رياضي تبديل نمود    به يك مسئله   ي زندگي را    برخي از مسائل روزمره    مي توان    ،به كمك مدل سازي   

 مدل سازي برخي از مـسائل  ،در اين درس. ي اصلي دست پيدا كردي رياضي، به جواب مسئله    حل اين مسئله  

  . توجه كنيدزير ي تاريخي  سئلهم به بحث اين ز ورود به قبل ا . به كمك گراف بررسي مي شود

  ي تاريخييك مسئله

ي يافتن حداقل تعداد مهره« در قرن نوزدهم ميلادي مسائلي مانند

ي شطرنج را وزيري كه مي توانند يا چينش مناسب تمام صفحه

. ذهن برخي از مردم اروپا را به خود مشغول كرده بود، »بپوشاند

اين مسئله، پاسخ به اين سئوال است كه حداقل چند هدف از حل 

توجه  لازم است كه تمام خانه هاي شطرنج تهديد كنند؟ مهره

 و مورب يي وزير خانه هاي افقي و عمودمهرههر داشته باشيد كه 

ت، ي شطرنج كه در آن وزير قرار نگرفته اسي صفحه هر خانه لذا.ي استقرار را تهديد مي كندمنتهي به خانه

  .مي شودحداقل يك وزير تهديد توسط 

 ي شطرنجصفحهتمام خانه هاي بعد از مدتي نتيجه گرفته شده كه 

88  مقابلي وزير با چينش مشابه چينش  مهره5 حداقل توسط ×

  .تهديد مي شوند

ي پرسش هايي از اين دست باعث بوجود آمدن مفهومي فكر درباره

   . شداحاطه گريدر رياضيات با نام ي گراف در شاخه

  

***  
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   مقدماتي ي مسئلهيك 

قـرار اسـت در     . ي منطقه اي از يـك شـهر اسـت         شكل مقابل نقشه  

برخي تقاطع هاي اين شهر دستگاه هاي خودپرداز به گونه اي نصب           

هر فرد در هر تقاطعي كه قرار گرفتـه باشـد، يـا در همـان             شوند كه   

ز دسترسي داشته باشد و يا حداكثر با رفتن تقاطع به دستگاه خود پردا

  .به يك تقاطع مجاور به دستگاه خودپرداز دسترسي پيدا كند

در اين مسئله هر تقاطع را با يك رأس و هر خيابان را             فرض كنيد   

مـدل سـازي ايـن      مي توانـد     مقابلشكل  با يك يال نشان دهيم،      

 آن   كـه بتـوان در     رأس هـايي از ايـن گـراف       اكنـون   . مسئله باشد 

 را مشخص كنيد، طوري كـه      دستگاه خودپرداز مي توان نصب كرد     

  .شرط عنوان شده رعايت شود

},,,{    :پاسخ  dgca  

  تمام رأس ها را انتخاب كنيد؟آيا مي توانيد 

  .خاب كردتبله مي توان تمام رأس ها را ان  :پاسخ 

},,,,,,,{ hgfedcba  

أس ها را كه در آن دستگاه خود پرداز مي توان نصب كرد كه شرايط مـسئله را         در مثال فوق هر مجموعه از ر      

ي احاطه در پرسش هاي فوق دو مجموعه.  براي گراف مي نامندي احاطه گرمجموعهمحقق سازد را يك 

  . پرسشي ديگر را مطرح مي كنيمحال. گر را مشاهده كرديد

ين تعداد خودپرداز ها نصب شود، به نظر شما در كـدام     ، قرار است كمتر   اگر به هدف صرفه جويي در هزينه ها       

  رأس ها خودپرداز نصب شود؟

},{    :پاسخ  bf  

شرط دسترسـي و     (واضح است كه اين مجموعه نيز احاطه گر است و كمترين تعداد رأس براي تحقق شرايط               

  .مي باشدرا دارا  مطرح شده )شرط كمترين تعداد
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  .ي فوق، به پرسش هاي ديگر پاسخ دهيده به مسئله با توجدر انتها

  .ي احاطه گر پنج عضوي بنويسيديك مجموعه :الف 

},,,,{ :پاسخ  hdcea  

  .بنويسيدي احاطه گر سه عضوي يك مجموعه: ب 

},,{ :پاسخ  gbd  

***  

  گر رأس احاطه 

   . باشد يا مجاور آن باشدb همانaياهرگاه  است، b رأساحاطه گر a، گويند رأسدر يك گراف

 dو cوb وaگر رئوس  احاطهaشكل مقابل رأسگراف  با توجه به :مثال

  .نمي باشد e ولي احاطه گر.است

  : نتيجه 

  .احاطه گر خودش استدر هر گراف، هر رأس   :1

  . است خودشهاي مجاور  در هر گراف، هر رأس احاطه گر رأس :2

  . استaNG][ آن يعني ستههمسايگي بي رأس هاي عضو  احاطه گر تمامa در هر گراف، رأس :3

  . استa نيز احاطه گرb باشد، آنگاه b احاطه گر رأسa در هر گراف، اگر رأس: 4

  . ، فقط احاطه گر خودش استدر يك گراف) منفرد(  رأس تنها  :5

آيا مي تـوان نتيجـه   . است cاحاطه گر رأس bرأس  وb احاطه گر رأسa رأسف، در يك گرا  : 1تمرين

  .براي پاسخ خود نمودار يك گراف رسم كنيد ؟ مي باشدc احاطه گر رأسaگرفت كه رأس

  . نمودار گرافي را رسم كنيد كه در آن يك رأس، احاطه گر تمام رئوس گراف باشد :2تمرين

 اين گراف را چـه مـي        . نمودار گرافي را رسم كنيد كه در آن هر رأس احاطه گر تمام رئوس باشد                :3تمرين

  نامند؟

ي آن رأس    با درجـه   ، به نظر شما اين پاسخ     احاطه كند؟    درا مي توان  س حداكثر چند رأس      يك رأ   :4تمرين

  .با رسم شكل يك مثال بيان كنيد. چه ارتباطي مي تواند داشته باشد
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   گري احاطهمجموعه

 مـي نامنـد،     Gي احاطه گر گـراف    عه را يك مجمو   Gي رئوس گراف   از مجموعه  D ناتهي يزير مجموعه 

ي از مجموعـه  Dماننـد هر زير مجموعـه     به عبارتي ديگر    .  احاطه شوند  Dتوسط اعضاي Gرأسهر  هرگاه  

باشـد يـا    Dيـا عـضو  ر رأس از گراف     مي نامند، هرگاه ه    ي احاطه گر  مجموعهرئوس يك گراف را يك      

  . مجاور باشدDعضوحداقل با يكي از رئوس 

},,,,,,,{يمجموعه :مثال   lkigdcba ي احاطه گـر    ،يك مجموعه

  . استمقابلگراف 

  

  

   : نتيجه 

  .ي احاطه گر استشامل تمام رأس هاي گراف ، همواره يك مجموعهي  مجموعه :1

  .متفاوت تعريف كردي احاطه گر هامجموعهبراي هر گراف مي توان   :2

  .ي احاطه گر، احاطه گر است شامل يك مجموعهي هر مجموعه :3

   . آن يك عضوي باشدي احاطه گررسم كنيد كه مجموعهي را طوري  رأس5گراف يك  نمودار  :5تمرين

  . باشدي احاطه گر بنويسيد كه كمترين تعداد عضو را داشته عهبراي گراف زير ، يك مجمو  :6تمرين

  

  

  

***  

   مينيمم و عدد احاطه گري  گري احاطهمجموعه

فاوتي ي احاطه گر، مشاهده شد كه يك گراف مي تواند مجموعه هاي احاطه گر متبا توجه به تعريف مجموعه

جموعه اي را كه كمترين تعداد عضو را داشته         ، م جموعه هاي احاطه گر يك گراف       از بين تمام م   . داشته باشد 
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 يعدد احاطـه گـر   آن گراف مي نامند و تعداد عضوهاي آن را          ي احاطه گر مينيمم   مجموعهباشد، را   

  . نمايش مي دهندGγ)(گراف مي گويند و آن را با

  . مجموعه مي نامند−γ، يكGاحاطه گر مينيمم از گرافي گاهي اوقات براي راحتي به يك مجموعه

},,,{ي مجموعه زيربراي گراف    :مثال   7531 vvvv   ي احاطه گر اسـت و مجموعـه هـاي          ، يك مجموعه 

},,{ 741 vvv  و },,{ 521 vvv 3ي احاطه گر مينيمم مي باشند و داريمدو مجموعه=)(Gγ  

  

  

  

  

  

   داشته باشد؟ چرا؟يي احاطه گر دو عضو آيا گراف مثال فوق مي تواند يك مجموعه :7تمرين

 3هـر رأس حـداكثر      چون   مي باشد و     2  آن ي هر رأس   درجه  رأس بوده و   7 داراي   خير ، اين گراف    :پاسخ  

632 باشد، فقط به تعداد     يضوي احاطه گري آن دو ع     رأس را مي تواند احاطه كند، پس اگر مجموعه         =× 

  . شد خواهدس احاطه نرأعضو احاطه مي شوند و لذا يك 

  . رسم كنيد2 رأسي با عدد احاطه گري5يك گراف   :8تمرين

  :پاسخ 

  

  

  .را نشان مي دهدبر حسب كيلومتر  a وb وc وdو e شهر هاييني ب جدول زير فاصله :مثال 

  

  

  

  

1v 
2v 

3v 

4v 

6v 

5v 

7v 

25 32 

28

23 15 

40 

c 

b 
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35 

22 21 
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 30ا  هر ايستگاه فقـط مـي توانـد تـا            ام. مي خواهيم تعدادي ايستگاه راديويي در برخي از شهرها نصب كنيم          

فاصـله  نياز لازم است، شهر ها را رأس و     براي تعيين حداقل تعداد ايستگاه هاي مورد        .  را پوشش دهد   ومترلكي

بديهي اسـت كـه هـدف    . باشد را با يك يال نشان مي دهيمن كيلومتر 30هاي مستقيم بين دو شهر اگر بيشتر   

  .ي احاطه گر مي نيمم استمجموعهاين مسئله تعيين 

  

  

  

  ي احاطه گر مينيمم آن كدام است؟به نظر شما، مجموعه

},{ :پاسخ  ea يا },{ cb يا },{ ba  

  ؟ داشته باشديي احاطه گر يك عضومي تواند، مجموعهگراف آيا اين 

ي احاطه گري حال اگر مجموعه.  مي باشدb وa در اين گراف مربوط به رئوسجه خير، بالاترين در:پاسخ 

413ين مجموعه فقط شامل يكي از اين دو رأس باشد، هر يك حداكثر      ا  رأس را احاطه كند كه در اين +=

  .صورت يك رأس باقي مي ماند

  :سپس. گراف مقابل را در نظر بگيريد : 9تمرين

  .ي احاطه گر بنويسيديك مجموعه: الف 

  .ي احاطه گر مي نيمم بنويسيديك مجموعه: ب 

},,,{:الف   :سخ پا deba ب                  :},{ fc                   

ي احاطه گر  رسم كنيد كه داراي فقط يك مجموعه2 رأسي با عدد احاطه گري8 يك گراف :10تمرين

  . باشد

},{ي تنها مجموعهمقابلدر گراف  :پاسخ   gc مي نيمم مي باشد احاطه گر.  

مي باشد،  4ي آن  كه درجه c توجه داشته باشيد كه در اين گراف، رأس

است  3ي آن   كه درجهgهمچنين رأس.  رأس را احاطه كند5مي تواند 

  .احاطه كندديگر گراف را  رأس را 3مي تواند ، 
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ي احاطه گر مي نيمم  رأسي رسم كنيد كه داراي بيش از يك مجموعه5ظم  منت– 2 يك گراف  :11تمرين

  .حداقل دو تا از مجموعه هاي احاطه گر مي نيمم آن را بنويسيد.  باشد2يبا اندازه

  : از جمله. استاحاطه گر مي نيممي اين گراف داراي بيش از دو مجموعه :پاسخ 

},{ da و  },{ ca  

  

  

ت و كـدام يـك   ير براي گراف مقابل احاطـه گـر اس ـ       كداميك از مجموعه ها ز     ،مشخص كنيد   :12تمرين 

  احاطه گر نيست؟

},,,,{ :الف  edcbaA },,,,{ :ب               = jihgfB =  

},,,,{: پ  ghjbaC },,{ : ت              = hiaD =           

},,,,{ :ث  dehgfE },,,{: ج              = ehgfF =  

  . احاطه گر هستندCي مجموعه ها بجز  همه:پاسخ 

رأس يا رأس هايي وجـود  ي احاطه گر، تمرين قبل تعيين كنيد كه در كدام مجموعه     با توجه به     :13تمرين 

  .ي باقي مانده هنوز احاطه گر استهدارد كه با حذف آن مجموع

},,,,{ي احاطه گر  اگر از مجموعه   :پاسخ   dehgfE  ي جديـد بـاز     مجموعه. ذف كنيم ح را   d رأس =

  .خواهد بوداحاطه گر 

  .باشدمنحصر بفرد نممكن است ي احاطه گر مي نيمم گراف، مجموعه :نتيجه 

 .گـراف باشـد   گر  ي احاطه   يك مجموعه  امل هر رأس مي تواند     در هر گراف ك    :توجه  

يعني عدد حاطه گر مينيمم، فقط يك عضو دارد، ي ابنابراين در هر گراف كامل مجموعه

 ممكـن اسـت     ازير. اما عكس اين مطلب درست نمي باشد       .احاطه گري برابر يك است    

به گـراف هـاي    .ولي آن گراف كامل نباشد  گري يك گراف يك عضوي باشد      عدد احاطه 

  .توجه كنيد مقابل

***  
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  ي احاطه گر مينيمالمجموعه

مي  احاطه گر مي نيمالي احاطه گر را كه با حذف هر يك از رئوس آن، ديگر احاطه گر نباشد،               يك مجموعه 

  .نامند

},,{ي در گراف مقابل مجموعه :مثال   fjcي احاطه گر مي  يك مجموعه

  .حذف هر يك از رأس هايش، ديگر احاطه گر نمي باشدبا زيرا . نيمال است

   :توجه 

ي احاطـه گـر، ابتـدا     براي بررسي مي نيمال بودن يا نبودن يك مجموعه  :1

اين  با برگرداندن سپس. ي حاصل را بررسي كنيديك رأس را حذف كنيد و احاطه گر بودن يا نبودن مجموعه   

 ها رأساين عمل را براي تمامي     . اطه گر بودن را تكرار نماييد      و بررسي اح    را حذف كنيد   ديگري رأس   رأس ، 

  .انجام دهيد

ي احاطه گـر    احاطه گر مينيمم نباشد ولي هر مجموعه       ، ممكن است  نيمال احاطه گر مي  ي  يك مجموعه   :2

  .نيمال است ميهمواره مينيمم، 

 الي احاطه گر مـي نيم ـ     با توجه به گراف مقابل يك مجموعه        :14تمرين

  .ويسيد كه مينيمم نباشدبن

},,,,{يمجموعه :پاسخ  edcbaگر مي نيمال است ولي مي ه  احاط

},,{ي احاطه گر مي نيمم اين گرافمجموعه. نيمم نيست flcمي باشد .  

  .درستي يا نادرستي گزاره هاي زير را مشخص كنيد  :15تمرين

  .ي احاطه گر مينيمم آن است مساوي مجموعهي احاطه گر هر گراف،مجموعه: الف 

  .ي دو عضوي استي احاطه گر مي نيمم هر دو گراف زير يك مجموعهمجموعه: ب 

  

  

  

  

  درست       :                    ب  نادرست          : الف  :پاسخ 
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  در گراف روبرو   :16تمرين

  .اشدمجموعه اي از رئوس را مشخص كنيد كه احاطه گر ب: الف 

  .ي احاطه گر مي نيمال بنويسيديك مجموعه: ب 

  .ي احاطه گر مي نيمم بنويسيديك مجموعه: پ 

  .ي احاطه گر مي نيمال بنويسيد كه مي نيمم نباشديك مجموعه: ت 

   :پاسخ 

  توصيف  مجموعه  

},,,{  الف deca  ي احاطه گرمجموعه  

},,{  ب cea  حاطه گر مي نيمالي امجموعه  

},{  پ bf  ي احاطه گر مي نيمممجموعه  

},,{  ت cea  ه مي نيممكي احاطه گر مي نيمال مجموعه  

  

از رأس هاي آن    نيمال باشد، با حذف برخي       مي ي احاطه گر دلخواه يك گراف غير      ر يك مجموعه  گ ا :توجه

  .يل مي شودي مي نيمال تبدبه يك مجموعه

ــال  ــل، واضــح اســت كــه مجموعــه  :مث ــه گــراف مقاب ــا توجــه ب - ب

},,,,,{ي fedcba از آنجا كـه  . ي غير مينيمال است يك مجموعه

اين مجموعه بـاز هـم      ) aمثلاً رأس   ( با حذف برخي از رأس هاي آن        

ال با حذف سـه     ح. احاطه گر خواهد بود، لذا احاطه گر مي نيمال نيست         

},,{ي از آن ، مجموعه    a و c و eرأس fdb       حاصل مي شـود كـه 

},,{ياما چون مجموعه  . باز هم احاطه گر است     fdb                با حذف هر يـك از رأس هـايش ديگـر احاطـه گـر 

  . لذا احاطه گر مي نيمال است،نخواهد بود

  . با توجه به گراف شكل مقابل، به سئوالات زير پاسخ دهيد :17تمرين 

  .مجموعه اي از رئوس را مشخص نماييد كه احاطه گر باشد: الف 

  .رئوس را مشخص نماييد كه احاطه گر مي نيمال باشدمجموعه اي از : ب 

  .ي احاطه گر سه عضوي مشخص كنيديك مجموعه : پ
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   را احاطه كند؟gو eو b رأس3 وجود دارد كه دو رأس از Gآيا رأسي در گراف : ت

  حداقل تعداد رأس هايي كه تمام رئوس گراف را احاطه مي كنند، چند است؟: ث 

  :پاسخ 

},,,{:الف  gifc        ب:},,{ gfc       پ:},,{ hec       3 :ث  خير      :ت=)(Gγ  

***  

  ي احاطه گر مكمل يك مجموعهويژگي

 براي پاسخ به اين سوال ؟، احاطه گر استگرافگر يك احاطه ي مكمل يك مجموعهآيا سئوال اين است كه 

  .دنبال كنيدرا ي زير مسئله

  .گراف مقابل را در نظر بگيريد :مسئله 

  .ي رئوس گراف را بنويسيدمجموعه: الف 

 Dي احاطه گر بنويسيد و آن را گراف يك مجموعهاين براي : ب 

  .بناميد

  موعه نيز احاطه گر است؟ چرا؟آيا اين مج. را بنويسيدDيي مكمل، مجموعهمجموعه: ج 

  : پاسخ 

  :الف

},,,,,,{ gfedcbaV =  

  :ب 

},,{ gdaD =  

  :ج 

},,,{},,{},,,,,,{ fecbgdagfedcbaDVD =−=−=′  

  . زير اعضاي اين مجموعه، تمام رأس هاي گراف را احاطه مي كنند.اين مجموعه نيز احاطه گر است

  .ي زير دقت كنيدبه گزاره.  نمي باشداين ويژگي براي هر گرافي درستتوجه داشته باشيد كه 

ثابت مي شود  آنگاه.باشد آن ي احاطه گريك مجموعهD باشد و2 حداقلي يك گراف همبند از مرتبهGاگر

DVDيمجموعهكه    . گراف استي احاطه گرمجموعه  نيز يك′=−

***  

 b 
 

c 
 

f 

 

e 
 

d 
 

g 
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   عدد حقيقيسقف و كف يك

  :در اين صورت .  يك عدد حقيقي باشدxاگر

 كه با نماد xكف: الف  xنمايش داده مي شود به شكل زير تعريف مي شود .  

آنگاه   عدد صحيح باشد،xاگر  xx =  

آنگاه   عدد صحيح نباشد، xراگ xبرابر بزرگترين عدد صحيح كوچكتر از xاست .  

   :مثال 

   574 −=−     و   /  55    و =  353 =/  

]يعني .  استx صحيحءهمان جز xكف: توجه  ]  xx =  

 كه با نماد xسقف: ب  xنمايش داده مي شود به شكل زير تعريف مي شود .  

آنگاه   عدد صحيح باشد،xگر  xx =  

آنگاه    عدد صحيح نباشد،xگرا xبرابر كوچكترين عدد صحيح بزرگتر از xاست .  

   : مثال

  474 −=−     و   /  55    و =  453 =/  

 نفر به چند تاكسي     18براي جابجايي   . چهار نفر با احتساب راننده باشد      اگر ظرفيت يك تاكسي،      :18تمرين  

  .نياز داريم

5    : پاسخ 
4

18 =





  

ي تعيين كنيد كه حـداقل بـراي احاطـه         با توجه به نمودار مقابل،      :19تمرين  

  ي رئوس چند رأس لازم است؟ چرا؟همه

مام رئوس مجاورش را احاطـه    خودش و ت  ، هر رأْس     چون در هر گراف      :پاسخ  

 در اين گراف درجه . تعداد يك واحد بيشتر از درجه اش را احاطه كندبه حداكثر  مي تواندلذا هر رأس. مي كند

 رأس داريـم لـذا   10 حال چـون  . رأس را احاطه مي كند4لذا هر رأس به تعداد   .  مي باشد  3ي هر رأس برابر     

3حداقل
4

10 =





  .ي رئوس لازم استي همه احاطه رأس براي
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اكزيمم رأسـي ، م ـ  n در يك گرافنتيجه مي شود كه اگر با استدلالي مشابه استدلال تمرين فوق ، :نتيجه  

 باشد، به تعداد كمتر از ∆درجات يك گراف






+∆ 1

n
  .1 احاطه كنند رأس نمي توانند تمام رئوس را

Dn)(ي احاطه گر يك گراف باشد، آنگاه         يك مجموعه  Dيعني اگر 
n ≤






+∆ 1
 Gγ)( و از آنجا كـه      

 :همواره داريم . ي احاطه گر استي يك مجموعهنيز اندازه






+∆
≥

1

n
G)(γ   

 نمي تواند از Gγ)(به عبارتي ديگر 






+∆ 1

n
  . كمتر شود، بلكه مساوي يا بيشتر از آن است

  . را مشخص كنيد و ادعاي خود را ثابت كنيدزير عدد احاطه گري گراف  :20تمرين

  

  

  

  

},{ي دو عضوي  به سادگي معلوم است كه مجموعه      :پاسخ   ca  بنـابراين  . اسـت ي احاطه گر    يك مجموعه

، يعني يك رأس Gγ)(=1 اما اگرGγ)(≥2يعني.  است2عدد احاطه گري اين گراف كوچكتر يا مساوي     

 يعني ).به تمام رئوس وصل است( وجود دارد كه به تنهايي تمام رئوس ديگر را احاطه كرده است Gدر گراف 

و لـذا     مي بينيم كه چنين رأسي وجـود نـدارد         G در گراف وجود دارد كه با توجه به گراف         4ي   درجه رأسي با 

1>)(Gγ .21بنابراين ≤< )(Gγ 2 و لذا=)(Gγ  

2يم كهنمي دا :روش ديگر 
13

5 =






+
 و با Gγ)(≤2بنابراين. است Gγ)(راييك كران پايين ب

  Gγ)(=2 لذا، ي احاطه گر دو عضوي ارائه شده استتوجه به اينكه مجموعه

  

  

                                                 
ي ته باشيد كه براي مثال در مجموعهتوجه داش. گري مجموعه استيعني عدد حاصل يك كران پايين براي عدد احاطه.  1

},,,,{  همچنين. ترين كران بالا استك كوچ9.  يك كران بالا براي مجموعه است9 و هر عدد صحيح بزرگتر از9 عدد 98765

 . بزرگترين كران پايين آن است5 يك كران پايين اين مجموعه مي باشد و 5 و هر عدد صحيح كمتر از 5عدد 

b a 

d e 

c 
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  .را مشخص كنيد و ادعاي خود را ثابت كنيدزير  عدد احاطه گري گراف : 21تمرين

  

  

  

  

  

  

  و لذا  .مي باشد 4ي هر رأس آن است و درجه رأسي 16 منتظم اين گراف يك گراف :پاسخ 

4
14

16 =






+
≥)(Gγ  

زيرا اگر داشته باشد به . داشته باشدنمي تواند  رأس 4ي احاطه گر با تعداد رأس كمتر از يك مجموعه بنابراين  

},,,{از طرفي چون  . رأس احاطه مي شوند    16كمترتعداد   dcba  ي احاطـه گـر اسـت، پـس       عـه  يك مجمو

4=)(Gγ   

  

  

  

  

  

  

  .عدد احاطه گري را براي هر يك از گراف هاي زير تعيين كنيد  :22تمرين 

  

  

  

  
)1G( 

a 
b 

c 

d 

e b 
f 

d 

e 

a c 

)2G( 

b d 

e a c 

)3G( 

a 

c 

b 

d 
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  :پاسخ 

  1G  2G  3G  گراف

2  كران پايين
13

5
1 =






+
≥)(Gγ  1

15

6
2 =






+
≥)(Gγ  2

12

5
3 =






+
≥)(Gγ  

ي مجموعه

  احاطه گر
},{ ca  }{b  },{ db  

21  عدد احاطه گري =)(Gγ  12 =)(Gγ  23 =)(Gγ  

دد احاطه گر آن برابر با  رأس رسم كنيد كه ع6گرافي با   :23تمرين 






+∆ 1

n
  . نباشد

  :پاسخ 

  

2
4

6

13

6 =




=






+
≥)(Gγ   

  

},,{ي احاطه گر گرافاما چون مجموعه.  است2پس كران پايين عدد احاطه گري اين گراف  cdaمي باشد .

  لذا 

3=)(Gγ  

دد احاطه گر آن برابر با گرافي رسم كنيد كه ع  :24تمرين 






+∆ 1

n
  . باشد

3 عدد احاطه گري برابر 7Pدرگراف :پاسخ 
12

7 =






+
  

  

   

  

 رأسي وجود دارد كه داراي شرايط ذكر شده 7 منتظم – 2در هر قسمت تعيين كنيد، آيا گراف   :25تمرين

  . را نيز رسم كنيدباشد؟ در صورت وجود، گراف

                                       .     باشد2عدد احاطه گر آن : الف 

  . باشد3عدد احاطه گر آن : ب 

a b c d e 

f 

a 

b c 

d e 

f 
g 
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  :پاسخ 

  چنين گرافي وجود ندارد، زيرا عدد احاطه گري اين گراف برابر: الف 

3
12

7 =






+
=)(Gγ  

  . مي باشد2كه بيشتر از 

},,{يمجموعه. اردچنين گرافي وجود د: ب  eda 3 احاطه گر است و لذا=)(Gγ  

  

  

  
  

در هر يك از گراف هاي زير، ابتدا كران پايين براي عدد احاطه گري گراف بيابيد و سپس عدد   :26تمرين

  .احاطه گر آن را مشخص كنيد

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)( 1G 

g 

a 
b c 

d 

e 
f 

h 

)( 2G 

a 
b c 

d e f 

a 

b d f 

g e c 

)( 3G 

a 

b 

c 

d 

e 

f 

g 

h 

i 

j 

)( 4G 

a b 
c 

d 

e f g 
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  :پاسخ 

  گراف  كران پايين  ي احاطه گرمجموعه  عدد احاطه گري

11 =)(Gγ  }{h  1
17

8
1 =






+
≥)(Gγ  1G  

32 =)(Gγ  },,{ cba  2
12

6
2 =






+
≥)(Gγ  2G  

23 =)(Gγ  },{ cg  2
14

7
3 =






+
≥)(Gγ  3G  

44 =)(Gγ  },,,{ hdcg  4
12

10
4 =






+
≥)(Gγ  4G  

با توجه به گراف مقابل، به سئوالات زير   :27تمرين 

  .پيرامون هر يك از مجموعه هاي زير پاسخ دهيد

},,{ edaB },,,{ و = hgdbA =   

},{ gdD },,{ و = hgdC =   

  ي احاطه گر است؟كدام يك از مجموعه هاي زير يك مجموعه: الف 

  از مجموعه هاي احاطه گر فوق كدام ها احاطه گر مي نيمال است؟: ب 

   مي نيمم است؟از مجموعه هاي احاطه گر فوق كدام ها احاطه گر :پ 

  .عدد احاطه گري را تعيين كنيد: ت 

  :پاسخ 

  .احاطه گر نيستDي احاطه گر هستند ولي مجموعهC وB وAمجموعه هاي: الف 

  . احاطه گر مي نيمال نيستAي احاطه گر مي نيمال هستند ولي مجموعهC وBمجموعه هاي: ب 

  . احاطه گر مي نيمم نيستAي احاطه گر مي نيمم هستند ولي مجموعهC وBمجموعه هاي: پ 

2: ت 
13

8 =






+
≥)(Gγولي  },,{ gdh3 است، پسي احاطه گر يك مجموعه=)(Gγ   

  

  

a b 
c 

e 

h 

d 

g 

f 
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  در گراف شكل مقابل،   :28تمرين

ي احاطه گري بنويسيد كه مي نيمال باشد ولي مي نيمم مجموعه: الف 

  . نباشد

  .عدد احاطه گري اين گراف را تعيين كنيد: ب 

  :پاسخ 

},,,,{: الف  fecha                 

2: ب 
14

8 =






+
≥)(Gγو چون  },{ db2ي احاطه گر پس  يك مجموعه=)(Gγ  

   .عدد احاطه گري گراف شكل مقابل را تعيين كنيد  :29تمرين

2برابرGγ)(يك كران پايين براي :پاسخ 
13

8 =






+
ل لااما در استد. است 

 رأس براي احاطه كردن تمام رئوس اين گراف 2 نشان خواهيم داد كه رهاي زي

  . كافي نيست

.  حداقل دو رأس لازم استgو dو cو bوaبراي احاطه كردن رئوس: اولاً 

2زيرا 
13

5 =






+
  

1زيرا .  رأس لازم استيك حداقل hوfو eبراي احاطه كردن رئوس: ثانياً 
13

3 =






+
  

  eو cو aاين سه رأس عبارتند از. كردن تمام رئوس گراف لازم است رأس براي احاطه 3بنابراين حداقل 

  Gγ)(=3لذا. مي باشند

  .  را تعيين كنيدزيرعدد احاطه گري گراف شكل   :30تمرين

  

  

  

  

a 

b 

c d e 

f g h 
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c d 
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3برابرGγ)(يك كران پايين براي :پاسخ 
15

14 =






+
اما در استدلال هاي زير نشان خواهيم داد .  است

  .  رأس براي احاطه كردن تمام رئوس اين گراف كافي نيست3كه 

1زيرا .  رأس لازم استيك حداقل d وc وbو aبراي احاطه كردن رئوس: اولاً 
13

4 =






+
  

1زيرا . حداقل يك رأس لازم است gوf وeبراي احاطه كردن رئوس: ثانياً 
12

3 =






+
  

1زيرا . حداقل يك رأس لازم است kوjو i وhبراي احاطه كردن رئوس: ثالثاً 
15

4 =






+
  

1زيرا . أس لازم است حداقل يك رn وm وlبراي احاطه كردن رئوس: رابعاً 
12

3 =






+
  

  h وf وc رأس عبارتند از چهاراين.  رأس براي احاطه كردن تمام رئوس گراف لازم است4بنابراين حداقل 

  Gγ)(=4لذا. مي باشند mو

  . عدد احاطه گري گراف شكل زير را تعيين كنيد  :31تمرين

  

  

  

  

 انتخاب شود كه به دليل بالاتر بودن        b و   a لازم است يكي از دو رأس      aبراي احاطه كردن رأس    :پاسخ  

ي احاطه گـر در  را نيز مي توان در مجموعه   f و jبه همين صورت رئوس   .  انتخاب شود  bدرجه، بهتر است  

},,{يمشاهده مي شود كه مجموعه    . نظر گرفت  jfb      و سه رأس    تمام رئوس را احاطه نمي كند d وh  و 

l يلذا مجموعهد نشونمي حاطه ا توسط اين مجموعه},,,{ hjfb را تشكيل مي دهيم كه احاطه گر تمام 

اگر براي مثال زيرا .  رأس نمي توان تمام رئوس اين گراف را احاطه كرد4 از طرفي با كمتر از .رئوس مي باشد

هـيچ رأسـي    مي باشد، پس 3 ي رئوسحداكثر درجه چونند، ين گراف احاطه مي شو  ا رأس، تمام رئوس     3با  

 12 رأس را احاطـه كننـد تـا تمـام     4 رأس دقيقاً 3 بايد هر كدام از اين لذا . رأس را احاطه نمي كند   4بيش از   

a 
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ايـن   داشته باشـيم و چنـين رأس هـايي در        3 رأس از درجه     3اين يعني بايد حداقل     . رأس گراف احاطه شوند   

  . است4س لازم براي احاطه كردن اين گراف همان وپس حداقل تعداد رئ. گراف وجود ندارد

ي بـراي ايـن     يدر اين صورت توصيف ها    . Gγ)(=1 داشته باشيم  G مانند  گراف در يك  اگر    :32تمرين

  .گراف بنويسيد

بنـابر ايـن يـك رأس       .  اسـت  1عدد احاطه گري اين گراف برابر        :پاسخ  

   .وجود دارد كه ساير رئوس را احاطه مي كند

  . يال داشته باشدn−1 رأسي فرض شود، لذا گراف بايد nاگر اين گراف

حداكثر تعداد يال هاي آن برابر. در حالتي كه گراف كامل باشد
2

1)( −nn
 

∆=−1در اين صورت . دمي باش nG)(است .  

)( مقدار :33تمرين nPγو)( nCγرا به ازاي هر عدد طبيعي nمشخص كنيد .  

  :بنابراين.  مي باشد2بر  بزرگترين درجه رأس ها براnCوnP در گراف هاي :پاسخ 






=






+
==

312

nn
CP nn )()( γγ  

نشان دهيد كه . باشد رأسي n منتظم-k يك گراف G اگر :34تمرين






+
≥

1k

n
G)(γ  

∆==k رأسيn منتظم -kگرافهر در  :پاسخ  σ بنابراين . مي باشد  








+
=






+∆
≥

11 k

nn
G)(γ  

 رأسي رسم كنيد كه عدد احاطه گـري آن كمتـرين مقـدار را داشـته     12 منتظم   -2 يك گراف     :35تمرين 

  .باشد

},,,{ي احاطه گري گراف مقابلمجموعه :پاسخ  dcba 

  .ده و كمترين تعداد عضو را دارد عضوي بو4كه  مي باشد

 4
12

12 =






+
≥)(Gγ  
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  .ي يك باشد، رسم كنيدي آن با اندازه مجموعه−γ رأسي كه6 يك گراف : 36تمرين 

  . استa}{ي احاطه گري گراف مقابلمجموعه :پاسخ 

  

  

  .ي دو باشد، رسم كنيدي آن با اندازه مجموعه−γ رأسي كه6يك گراف   :37تمرين

},{ي احاطه گري گراف مقابل مجموعه:پاسخ   baاست .  

  

  

nk دو عدد طبيعي باشند و     kو n فرض كنيد  : 38تمرين اي رسم يك گراف     در اين صورت روشي بر     ≥

n رأسي كه عدد احاطه گري آنkارائه كنيد باشد ،.  

را آن بخـش  رسم كنيم كه در هر بخش يك رأس ديگر رئوس بخشي   kكافي است كه يك گراف     :پاسخ  

},,{ابلي احاطه گري گراف مقمجموعه براي مثال .احاطه كند cbaاست .  

  

  

-ي احاطه گر يكتا با اندازه رسم كنيد كه يك مجموعه2 رأسي با عدد احاطه گري 6 يك گراف  :39تمرين

  . داشته باشد2ي 

  ي احاطه گر گراف مقابل  تنها مجموعه:پاسخ 

},{ي مجموعه baاست .  

 2ي  ي احاطه گر با انـدازه      رسم كنيد كه يك مجموعه     2احاطه گري    رأسي با عدد     6 يك گراف   :40تمرين

   .داشته باشد

  . رأسي اين شرايط را دارد6  منتظم -2 گراف :پاسخ 

},{مجموعه هاي احاطه گر اين گراف  daو },{ cf و },{ be  
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  )62ي صفحه ( 

 رسم كرد طوري كه 2 رأسي با عدد احاطه گري nي توان يك گراف توضيح دهيد كه چگونه م: 41تمرين

  . داشته باشد2ي ي احاطه گر با اندازهبيش از يك مجموعه

يـك  .  مطابق شكل روبرو بايـد گـراف را رسـم كـرد            :پاسخ  

 كه روي يكـي از       و قسمت ستاره اي     با سه رأس   قسمت خطي 

   قـسمت سـتاره اي      .ته مي شود  ل ساخ رئوس انتهايي قسمت او 

  . باشدn−2بايد داراي

},{ي احاطه گر دو عضوي به شكلاين گراف داراي دو مجموعه 11 −nvvو },{ nvv1است .  

  سپس.  را رسم كنيد12P گراف :42تمرين

  .ن را مشخص نماييد مجموعه از آ−γييك مجموعه: الف 

  . عضوي از آن را مشخص نماييد6ي احاطه گر مينيمال يك مجموعه: ب 

   :پاسخ 

  

  

  

},,,{يمجموعه: الف   11852 vvvv  4ي احاطـه گـر مينـيمم چهـار رأسـي اسـت و لـذا                  يك مجموعه− 

  .مجموعه است

},,,,,{ي مجموعه:ب  1197531 vvvvvvرأسي است6ي احاطه گر مينيمال ، يك مجموعه .  

  :تمرين براي حل 

  .ي حاصل درست باشددر هر مورد جاي خالي را طوري كامل كنيد كه گزاره  :43

  .مي نامند... ..........ي احاطه گر با كمترين تعداد عضو را تعداد عضو هاي يك مجموعه: الف 

  .گراف است.. ...........ي احاطه گر برابر تعداد  مجموعهبيشترين تعداد اعضاي يك: ب 

 ...........ي احاطه گر را كه با حذف هر يك از رأس هايش، ديگر احاطه گر نباشد، احاطه گريك مجموعه: پ 

  .مي نامند

1v 2v 

3v 4v 

5v 6v 

7v 8v 

9v 10v 

11v 12v 

1v 

3v 

4v 

5v 

6v 

2v 

nv 1−nv 

2−nv ....
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  )63ي صفحه( 

  .مي نيمم بنويسيدي احاطه گر  يك مجموعهمقابل براي گراف  :44

  

   براي گراف مقابل :45 

  .ي احاطه گر مي نيمم بنويسيدمجموعهيك : الف 

  .ي احاطه گر بنويسيد كه مينيمم نباشديك مجموعه: ب 

  .ي احاطه گر مي نيمال بنويسيديك مجموعه : ج

  

  . را رسم كنيد و عدد احاطه گري هر يك را مشخص كنيد10P و9Pگراف هاي : 46

  . را رسم كنيد و عدد احاطه گري هر يك را مشخص كنيد10C و9Cگراف هاي : 47

  . عدد احاطه گري گراف زير را تعيين كنيد :48

  

  

  

  

  .عدد احاطه گري گراف زير را تعيين كنيد  :49
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