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 زيـر   Eاي متنـاهي و نـاتهي اسـت و             مجموعـه  V اسـت كـه در آن        G(V,E)زوج مرتبـي مثـل      : گراف ساده * 

  . استVهاي دو عضوي  ي تمام زير مجموعه اي از مجموعه مجموعه

  .دهيم  نشان ميEها را با  ي يال  و مجموعهVوس را با ي رئ مجموعه

  .هاي گراف زير را بنويسيد ي يال ي رئوس و مجموعه  مجموعه:مثال

  
  .گوييم  ميGي گراف  را مرتبه Gهاي گراف  تعداد راس: (p)ي گراف  مرتبه* 

.     گوييم  ميGي گراف   را اندازهGهاي گراف  تعداد يال: (q)ي گراف  اندازه* 
p

q
 

≤ ≤  
 

0
2

                 

  .گوييم ي آن راس مي هاي گذرنده از يك راس، درجه  به تعداد يال: يك راسي درجه* 

  )هيچ يالي از آن نگذرد. (ي آن صفر باشد   راسي است كه درجه): منزوي–منفرد (راس ايزوله * 

  .آن دو راس توسط يك يال به هم متصل شده باشند را مجاور گوييم هرگاه b و a دو راس :دو راس مجاور* 

هـاي    ي يال    را كامل گوييم هرگاه هر دو راس دلخواه آن مجاور باشند؛ به عبارت ديگر همه               G گراف   :گراف كامل * 

  .دهيم  نشان ميpk  را به صورتpي  گراف كامل از مرتبه. ممكن در آن رسم شده باشند

  

p برابر است با pkي هريك از رئوس گراف   درجه:نكته −1.  

 برابر است با pkهاي گراف كامل   تعداد كل يال:نكته
( )p p p  −= 

 

1

2 2
.  

kهاي گراف  داد يال تع:مثال   . را به دست آوريد8

   يال باشد، اين گراف حداقل چند راس دارد؟38 داراي G اگر گراف :مثال

  

ي هر يك از رئـوس        ر درجه به عبارت ديگ  .  را تهي گوييم هرگاه هيچ يالي در آن يافت نشود          G گراف   :گراف تهي * 

  .دهيم  نشان ميpk را به صورت pي  گراف تهي از مرتبه. آن صفر باشد

توان تعريف كرد برابر است با  مي) نامگذاري شده( راس مشخص pهاي ساده كه با  تعداد گراف: نكته* 
p 
 
 22.  

  توان ساخت؟  چند گراف ساده ميd,c,b,a با چهار راس :مثال

,e,d,c با پنج راس :مثال b,aها شامل سه يال باشند؟  توان ساخت به شرطي كه هر يك از آن  چند گراف ساده مي  

,g راس   7 با   :مثال f ,e,d,c,b,a هـا هـر دو يـال      گراف توان ساخت به شرطي كه هر يك از آن  چند گراف ساده مي

ac و efها يال   را شامل بوده و هيچ يك از آن گرافagرا نداشته باشند .  

  

ا يكريخت گوييم هرگاه بتـوان بـا اعمـالي مثـل تغييـر محـل رئـوس و          دو گراف ر  ): يكريخت(نوع    هاي هم   گراف* 

  .ها، آن را بر روي هم منطبق كرد ها و يا چرخش گراف ي يال اندازه

  

ها و كاربرد آن گراف: 1فصل   
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  نوع است؟ هاي زير با گراف مقابل هم يك از گراف  كدام:مثال

  
   يال باشند؟3ها فقط شامل  ر يك از آن وجود دارد كه ه4ي   چند نوع گراف ساده از مرتبه:مثال

  ها فقط داراي سه يال باشند؟ توان ساخت به طوري كه هر يك از آن  مي6ي   چند نوع گراف ساده از مرتبه:مثال

  

ي گـراف     ي رئوس گـراف را مـاكزيمم درجـه           در هر گراف، بزرگترين درجه     :∆(G)ي يك گراف      ماكزيمم درجه * 

  .وييمگ مي

ي گـراف     مم درجـه  ينـي ي رئـوس گـراف را م         درجه كوچكترين در هر گراف،     :δ(G)ي يك گراف      مينيمم درجه * 

  .گوييم مي

  .  را بنويسيدδ و ∆ در گراف زير، :مثال

  

  .باشد هاي آن گراف مي ، مجموع درجات رئوس، دو برابر تعداد يالqي   و اندازهpي   در هر گراف از مرتبه:قضيه* 

           به عبارتي 
p

i
i

deg v q
−

=∑
1

2.  

.  مـي باشـد    3  يـا  2ي هـر راس آن         به طوري كـه درجـه      9ي     و اندازه  7ي     گرافي است از مرتبه    G فرض كنيد    :مثال

   دارد؟3ي   و چند راس از درجه2ي  تعيين كنيد اين گراف چند راس از درجه

  .هاي فرد، عددي زوج است  در هر گراف، تعداد راس:نكته* 

ideg.             ي مقابل برقرار است ، رابطهqي   و اندازهpي   از مرتبهGي   در گراف ساده:نكته*  vδ ≤ ≤ ∆  

.  شود ي مقابل نتيجه مي  با گرفتن زيگما از طرفين نامساوي بالا، رابطه:نكته* 
q

p
δ ≤ ≤ ∆2

p    يا   q pδ ≤ ≤ ∆2  

∆ چنان است كه در آن 17ي   از مرتبهGي   گراف ساده:مثال =   هاي آن كدام است؟ حداكثر تعداد يال. 7

δ چنان است كه در آن 17ي   از مرتبهGي   گراف ساده:مثال =   هاي آن كدام است؟ حداقل تعداد يال. 7

δ چنان است كه در آن 17ي   از مرتبهGي   گراف ساده:مثال =   هاي آن كدام است؟ حداكثر تعداد يال. 7

  

ي نزولي بنويسيم،      اگر درجات رئوس يك گراف را به صورت يك دنباله          :ي درجات رئوس يك گراف ساده       دنباله* 

  .يمنام ي درجات رئوس گراف مي آن را دنباله

  .ي درجات رئوس گراف زير را بنويسيد  دنباله:مثال

  
,ي درجات رئوس   با دنبالهGهاي گراف   تعداد يال:مثال , ,3 1 1    چقدر است؟1

  . را به دست آورد∆ و δ و q و pتوان  ي درجات رئوس مي  از روي دنباله:نكته
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  :pي  ي درجات رئوس يك گراف ساده از مرتبه هاي دنباله ويژگي* 

  .تعداد اعضاي فرد دنباله، زوج است. 1

pي هر راس مساوي       سي حداكثر درجه   را pي    در يك دنباله  . 2 ∆p . است 1− ≤ اگر دنباله شـامل صـفر بـود،         (1−

  )گذلريم ابتدا صفرها را كنار مي

  )شود با استفاده از اصل لانه كبوتري ثابت مي (.حداقل دو عدد در دنباله برابرند. 3

pي   راس از درجهk راس، اگر pدر هر دنباله با . 4 k داشته باشيم بايد 1− ≤ δباشد .  

p، عضو   pي    ي غير تهي از مرتبه      ي درجه رئوس يك گراف ساده       اگر در دنباله  . 5  موجود باشد، عضو صفر موجود      1−

pنخواهد بود و اگر عضو صفر موجود باشد، عضو    . موجود نخواهد بود1−

گاه تمام اعضاي آن دنبالـه        ي درجات رئوس يك گراف ساده تشكيل تصاعد حسابي يا هندسي بدهند، آن              اگر دنباله . 6

  )ه عبارتي ديگر گراف مربوطه، منتظم خواهد بودب. (باهم برابر خواهند بود

  

  .هاي زير را بررسي كنيد  گرافيكال بودن دنباله:مثال

1    ., , , , , ,6 6 5 5 5 4 2    2    ., , , , ,6 5 5 4 3 3    3    ., , , , , ,6 5 4 3 2 1 0  

4    ., , , , , ,6 6 6 5 4 3 2    5    ., , , , ,5 4 3 3 2 1  

  

  : حكيمي براي تشخيص گرافيكال بودن يك دنباله–الگوريتم هاول * 

  .ناميم  ميkعضو آن را ) بزرگترين(دنباله را به صورت نزولي مرتب كرده و اولين . 1

2 .kحذف كرده و از هر يك از   را از دنباله kكنيم ي قبل را تكرار مي  عضو بعدي يك واحد كم مي كنيم و مرحله.  

  .ي اصلي گرافيكال خواهد بود اي شامل فقط تعدادي صفر برسيم، دنباله اگر در نهايت به دنباله. 3

  

r اگر :گراف منتظم*  ≥   . باشدr برابر Gي هر راس   منتظم گوييم هرگاه درجه-r را G باشد، آنگاه گراف 0

  به عبارت ديگر.rp برابر است با pي   منتظم از مرتبه-r مجموع درجات رئوس هر گراف :نكته* 
pr

q =
2

.  

   وجود دارد؟9ي   منتظم از مرتبه-2 چند نوع گراف :مثال

  

  .ي فرد وجود ندارد  گراف فرد منتظم از درجه:نكته* 

   وجود دارد؟11ي   منتظم از مرتبه-3 چند نوع گراف :مثال

  

rδ منتظم،  -r در گراف :نكته*  = ∆ =.  

   

  .ي گراف را مشخص كنيد مرتبه و اندازه. شود  يال اضافه شود، گراف كامل مي12 منتظم، -4 اگر به گراف :مثال

q، داريم qي   و اندازهpي   منتظم از مرتبه-5 در گراف :مثال p− =2 3   .دگراف را مشخص كني. 16

  

ي    بـوده و مجموعـه     G گوييم هرگـاه رئـوس آن همـان رئـوس            G  را مكمل گراف   ′Gگراف   :مكمل يك گراف  * 

 ′G موجود نباشد، ان يال در گـراف  Gديگر باشند، به عبارتي اگر يالي در گراف  ها مكمل يك هاي آن ي يال  مجموعه

  .موجود باشد
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  . مكمل گراف زير رارسم كنيد:مثال

  

  

p :نكته* 

p(p )
q(G) q(G ) q(k )

−′+ = = 1

2
.  

G:  گاه  باشد، آنp ي  از مرتبهGي   راس دلخواهي از گراف سادهa اگر :نكته*  Gdeg(a ) deg(a ) p′+ = −1.  

  . برابرندPي   از مرتبه′Gهاي   با تعداد گرافpي  از مرتبه Gهاي   تعداد گراف:نكته* 

   وجود دارد؟9ي   منتظم از مرتبه-6 چند نوع گراف :مثال

  

اي شـامل     ، عبـارت اسـت از دنبالـه       v بـه راس     u از راس    m، يك مـسير بـه طـول         Gي     در گراف ساده   :مسير* 

(m   ) در مسير راس تكراري وجود ندارد( .شود  ختم ميv شروع و به u راس دو به دو متمايز كه با 1+(

  .در گراف زير بنويسيد  را e به راس aتمام مسيرهاي موجود از راس : مثال

  
  

pتواند برابر با  ، طول يك مسير حداكثر ميpي   از مرتبهGي   در گراف ساده:نكته*    . باشد1−

  .شود  تعريف ميu به u، مسيري به طول صفر از uاي متشكل از فقط يك راس مثل   در هر گراف، دنباله:نكته* 

 برابر است با  v به راس u از راس دلخواه i، تعداد مسيرهاي به طول pk در گراف :نكته* 
p

(i )!
i

− 
− − 

2
1

1
.  

   چقدر است؟v به u از 4باشند، تعداد مسيرهاي به طول   ميk6، دو راس متمايز از گراف v و u :مثال

   چقدر است؟v به uباشند، تعداد كل مسيرها از   ميk6، دو راس متمايز از گراف v و u :مثال

  برابر است با  i، تعداد مسيرهاي به طول pk  در گراف:نكته* 
p p

(i )!
i

−  
−  −  

2
1

2 1
.  

   چقدر است؟5 تعداد كل مسيرهاي به طول k7 در گراف :مثال

  ها چقدر است؟ تعداد كل مسيرk4 در گراف :مثال

 را همبند گوييم هرگاه بين هر دو راس متمايز آن حداقل يك مسير وجود داشـته  Gي   گراف ساده : گراف همبند * 

  .گوييم در غير اين صورات گراف را ناهمبند مي. باشد

  هاي زير همبند است؟ يك از گراف  كدام:مثال
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كه گراف بتواند ناهمبند باشد برابـر اسـت بـا      براي آنq مقدار د اكثر، ح pي     از مرتبه  Gي     در گراف ساده   :نكته* 

p − 
 
 

1

2
  

 G بايد چقـدر باشـد تـا گـراف     qحداكثر مقدار .  مفروض استqي   و اندازه  7ي     از مرتبه  Gي     گراف ساده  :مثال

  بتواند ناهمبند باشد؟

  

 اگر   :نكته* 
p

q
− 

≥ + 
 

1
1

2
ايزوله در نظر گرفته و بقيه را گراف كامـل  يك راس را . ( باشد، آنگاه گراف همبند است 

  )كنيم كنيم و سپس راس ايزوله را با يك يال به گراف كامل وصل مي مي

د چقدر باشد تا مطمئن شـويم     باي qحداقل مقدار   .  مفروض است  qي     و اندازه  8ي     از مرتبه  Gي     گراف ساده  :مثال

   همبند است؟Gگراف 

  

  . كه فقط از يك راس ايزوله تشكيل شده است، همبند استk1 گراف :نكته*

q اگر :نكته*  p≤   . گاه گراف همبند نيست  باشد، آن2−

  

) كه با نماد   v و   uي دو راس       فاصله Gر گراف همبند   د :ي بين دو راس     فاصله*  , )d u v  شـود    نـشان داده مـي

  .v به uترين مسير از  برابر است با كوتاه

  

 شروع و به    a راس دو به دو متمايز كه با         mاي است شامل      ، دنباله a روي راسي چون     m يك دور به طول      :دور* 

aشامل دنباله . (شود  ختم ميm   )  عضو است1+

  

  )دور به طول صفر نداريم. ( عضو داشته باشد4ي متناظر با هر دور بايد حداقل   دنباله:نكته* 

ي شروع دور را عوض كنيم، دور جديـدي   ي متناظر به يك دور يا نقطه  اگر جهت چرخش را در نوشتن دنباله   :نكته*

  .شود ايجاد نمي

  . دورهاي موجود در گراف زير را بنويسيد تمام:مثال

  

 برابر است با  pk در گراف i تعدا دورهاي به طول :نكته* 
( )p i !

i

− 
× 

 

1

2
.  

   موجود است؟4 چه تعداد دور به طول k6 در گراف :مثال

   چه تعداد دور وجود دارد؟k5ر گراف  د:مثال

  باشند؟  نميa چه تعداد از دورهاي گراف زير شامل راس :مثال
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    باشند؟  ميa از گراف مقابل شامل راس 4 چه تعداد از دورهاي به طول :مثال

  
pي   از مرتبهGي   گراف ساده:گراف هميلتني*  ≥   . داشته باشدpي   را هميلتني گوييم هرگاه دوري از مرتبه3

  

  .روند  در نوشتن دور هميلتني مربوط به گراف، تمام رئوس آن به كار مي:نكته* 

  .تواند هميلتني باشد ي صفر يا يك باشد، نمي راسي از درجه گرافي كه داراي :نكته* 

  .تواند هميلتني باشد  يك گراف ناهمبند نمي:نكته* 

  هاي زير هميلتني است؟ يك از گراف  كدام:مثال

  
ون برداشتن قلـم از روي  را يك گراف اويلري گوييم هرگاه بتوان آن را بد      ) نه لزوما ساده   (G گراف   :گراف اويلري * 

  :كاغذ و با شروع از يك راس چنان رسم كنيم كه

  .از هر يال، يك و فقط يك بار عبور كنيم:    اولا

  .از تمام رئوس بگذريم:    ثانيا

  .ي شروع باشد ي پايان همان نقطه نقطه:    ثالثا

  . گراف زير، اويلري است:مثال

  
  .ي تمام رئوس آن زوج باشد  اويلري است اگر و تنها اگر درجهG گراف همبند :نكته* 

  هاي زير اويلري است؟ يك از گراف  كدام:مثال

1 (k10          2 (k13                                 3 (k16                     4 (k18    

    .هاي زير را از نظر هميلتني و اويلري بودن بررسي كنيد  گراف:مثال

  
  

  . گراف زير به گراف پترسن معروف است:گراف پترسن* 
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  . است15ي   و اندازه10ي   منتظم از مرتبه-3 گراف پترسن، :نكته* 

  .نيستو هميلتني  گراف پترسن اويلري :نكته* 

  

)هاي     اگر به ازاي بازه    :اي  گراف بازه *  )a , b1 ) و   1 )a ,b2 )و  ... 2 )p pa , b هاي    ، راسv1  و v2 و ...  وpv  را متنـاظر 

ها اشتراك داشـته باشـند، در ايـن صـورت      هاي متناظر آن     را مجاور تعريف كنيم هرگاه بازه      jv و   ivس  كرده و دو را   

  .اي خواهد بود گراف به دست آمده، گراف بازه

).  اي زير را رسم كنيد  گراف بازه:مثال , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )2 3 4 7 8 9 9 8 2 9  

n) ضلعي nر گراف كه در آن  ه:نكته * )≥   .اي نيست  بدون قطر يافت شود، گراف بازه4

  .اي است  بازهp به ازاي تمام مقادير طبيعي pk گراف :نكته* 

  .اي نيست گراف پترسن بازه: نكته* 

  

  . گراف همبندي است كه دور نداشته باشد:درخت* 

,ي  هاي از مرتبه  تمام درخت:مثال , , , ,6 5 4 3 2   . را رسم كنيد1

  

p.     ي زير برقرار است  يال، رابطهq راس و p در هر درخت با :قضيه*  q= +1  

   چقدر است؟pآيد، مقدار   يال كم كنيم يك درخت پديد ميp ،4ي   منتظم از مرتبه-3 اگر از يك گراف :مثال

:ي نزولي   دنباله:مثال , , , , , ,...,S 3 3 3 3 2 1   .هاي يك درخت است هاي راس ي درجه ، دنباله1

  .ي يك اين درخت را حساب كنيد هاي درجه تعداد راس)      الف

  .نموداري از اين درخت رسم كنيد)      ب

 باشـد، تعـداد     27 برابـر    3ي    باشد، اگر تعداد رئوس درجـه        مي 1 و   3ي    ، فقط شامل رئوسي از درجه     T درخت   :مثال

   چقدر است؟1ي  رئوس از درجه

  . بين هر دو راس هر درخت مفروض، دقيقا يك مسير وجود دارد:قضيه *

  . درختي كه بيش از يك راس داشته باشد، حداقل دو راس از درجه يك دارد هر:قضيه* 

  . در هر درخت، مجموع مرتبه و اندازه، همواره عددي فرد است:نكته* 

 تعداد مسيرهاي با طول يك و بيشتر، بين رئوس متمايز درخت برابر است با :نكته* 
p 
 
 2

.  

 در يك درخت، برابر است با         تعداد كل مسيرها   :نكته* 
p p

p
+   

+ =   
   

1

2 2
) .p          مسير به طول صفر از هر راس بـه 

  )خودش

  . را بيابيد14ي   يا بيشتر در درخت از مرتبه1 تعداد كل مسيرهاي به طول :مثال

  رد؟ يا بيشتر وجود دا2، چند مسير با طول 10ي   در درخت از مرتبه:مثال

   در كل چند مسير وجود دارد؟13ي   در درخت از مرتبه:مثال

  

 از Mتوان يك ماتريس مربعي مثـل    باشد، ميpي   يك گراف ساده از مرتبهG اگر   :ها  ماتريس مجاورت گراف  * 

 و در 1ها برابـر بـا    ي متناظر با آن  به آن نسبت داد به طوري كه اگر دو راس در گراف مجاور باشند، درايه              pي    مرتبه

  .صورت برابر با صفر است غير اين
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  . ماتريس مجاورت گراف زير را بنويسيد:مثال

  
  :(M)هاي ماتريس مجاورت يك گراف ساده  ويژگي* 

1 .Mماتريسي متقارن است .  

  .هاي روي قطر اصلي برابر با صفر است تمام درايه. 2

  .برابر است) يا ستون(ي راس متناظر با آن سطر  با درجه) يا ستون(هاي موجود روي هر سطر  تعداد يك. 3

  .q2ت با مجموع درجات رئوس گراف و برابر است با  برابر اسMهاي موجود در  تعداد كل يك. 4

  .هاي واقع بر سطر و ستون متناظر آن صفر خواهد بود  يك راس ايزوله داشته باشد، تمام درايهGاگر گراف . 5

  . يك خواهد بودMهاي غير واقع بر قطر اصلي   باشد، تمام درايهpkل ناتهي  متناظر با گراف كامMاگر ماتريس . 6

p) و تعداد صفرهاي آن برابر با q2 برابر با Mهاي واقع بر  تعداد يك. 7 q)−2   . است2

q يك درخت باشد، در اين صورت تعداد صفرها برابر با Gاگر . 8 +2   .باشد  مي1

  

  ي صفر دارد؟  چند درايه6ي   ماتريس مجاورت درخت از مرتبه:مثال

   چقدر است؟∆ي صفر باشد، در اين صورت مقدار  رايه د10 سطر و 6 داراي M اگر ماتريس :مثال

M)  هاي مربع ماتريس مجاورت گراف ساده ويژگي*  )2:  

1 .M2ماتريسي متقارن است .  

  .متناظر با آن درايه برابر است) يا ستون(ي راس متناظر با سطر   درجه باM2ي واقع بر قطر اصلي  هر درايه. 2

  .q2 بوده و برابر است با G همان مجموع درجات رئوس گراف M2هاي روي قطر اصلي  مجموع درايه. 3

p) برابر با    M2ي روي قطر اصلي        باشد، در اين صورت هر درايه      pk گراف كامل    Gاگر  . 4 ي واقـع      و هر درايـه    1−(

p) برابر با M2بر غير قطر اصلي    .هد بود خوا2−(

p) مـساوي  M2هـاي يـك سـطر يـا سـتون         باشد، در اين صورت مجموع درايـه       pk گراف كامل    Gاگر  . 5 )−  و 21

p(pت با  برابر اسM2هاي ماتريس  مجموع كل درايه )− 21.  

ij(iي    درايه. 6 j) a≠      ي     از مربع ماتريس مجاورت گراف سادهG          از   2، با تعداد مـسيرهاي بـه طـول i    بـه j   در ان 

  .گراف برابر است

 با مجمـوع مربعـات درجـات رئـوس آن گـراف      Gي  هاي واقع در مربع ماتريس مجاورت گراف ساده      رايهمجموع د . 7

  .برابر است

  

 باشـد، مـاتريس     18 برابـر    M2هاي روي قطر اصلي        بوده و مجموع درايه    T ماتريس مجاورت درخت     M اگر   :مثال

Mي صفر دارد؟  چند درايه  

   چقدر است؟M2هاي قطر اصلي  گاه مجموع درايه  باشد، آنk4ماتريس مجاورت متناظر گراف M اگر :مثال

  تواند باشد؟  كدام ميM2 باشد، G ماتريس مجاورت گراف M اگر :ثالم

1 (

 
 
 
  

1 1 0

1 1 0

0 0 2

       2 (

 
 
 
  

3 2 0

2 1 0

0 0 1

             3 (

 
 
 
  

2 0 1

1 1 0

0 1 0

            4 (

 
 
 
  

2 2 0

2 2 0

0 0 1
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  :اصطلاحات زير را تعريف كنيد. 1

  ي يك گراف اندازه) ت    ي يك گراف مرتبه) پ   دار گراف جهت) ب    گراف ساده) الف

  مسير گراف) خ      گراف كامل) ح    گراف منتظم) چ  ي يك راس درجه) ج

  لريگراف اوي) ز      گراف هميلتني) ر      دور) ذ    گراف همبند) د

  درخت) س

  .هاي فرد هر گراف، زوج است ثابت كنيد تعداد راس. 2

}ي رئوس  گراف با مجموعه. 3 }, , , ,V V V V V V= 1 2 3 4 5   

}هاي  يال و مجموعه }, , , , , ,E V V V V V V V V V V V V V V= 1 2 1 4 1 5 2 5 2 3 2 4 4   : مفروض است5

  .نمودار گراف را رسم كنيد)    الف

V مسير از 4)    ب V  به 1   .  بنويسيد3

هاي گراف برابر   تعداد يالpkثابت كنيد در هر گراف كامل . 4
( )p p −1

2
  . است

)ي  گراف ساده. 5 , )G V E= ملي به هاي اين گراف، گراف كا  يال به يال6با افزودن .  منتظم است-3 گرافي

  .آيد دست مي

  )مرتبه و اندازه. ( را مشخص كنيدGهاي گراف  ويژگي)     الف

  .اين گراف را رسم كنيد)     ب

  .مسير در گراف را تعريف كنيد) الف. 6

  .   را بنويسيد b بهa از 3در گراف زير تمام مسيرهاي به طول )     ب

  
qي   و اندازهpي  ي از مرتبه ه گراف سادGفرض كنيد . 7  منتظم باشد و داشته −r يك گراف G باشد، اگر 12=

r: باشيم p− =2   . را به دست آوريدp و r، مقادير 2

p مي باشد به طوري كه qي   و اندازهp  ، چهار منتظم از مرتبهGي  گراف ساده. 8 q+ =   . است21

  . را محاسبه كنيدq و p)       الف

  .نمودار گراف را رسم كنيد)       ب

  .  و ماتريس مجاورت آن را بنويسيد5در گراف زير، چهار دور متفاوت به طول . 9

  
  

)ه گراف نمودار زير مربوط ب. 10 , )G V Eباشد  مي    .  

  

ها و كاربرد آن نمونه سوال امتحاني گراف  
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  .هاي گراف را مشخص كنيد  رئوس و مجموعه يال مجموعه)      الف

  . در اين گراف بنويسيد5دو دور به طول )      ب

  .ي نزولي بنويسيد هاي اين گراف را به صورت يك دنباله هاي راس ي درجه دنبله)      ج

ها،  عداد راسدر يك گراف كامل، ت. 11
1

3
  .ي اين گراف را محاسبه كنيد مرتبه و اندازه. هاست  تعداد يال

  كدام گراف زير، اويلري و كدام يك هميلتني است؟    . گراف اويلري و هميلتني را تعريف كنيد. 12

  
  .          به صورت زير رسم شده استGگراف . 13

  
  . بنويسيدb به aز دو مسير ا)     الف

  آيا اين گراف هميلتني است؟)     ب

p:  يال داريمq راس و pثابت كنيد در هر درخت با . 14 q= +1  

  .گراف كامل را تعريف كنيد) الف. 15

 را پيدا p واحد بيشتر است، p ،10ي  هاي درخت مرتبه از تعداد يال pي  هاي گراف كامل مرتبه تعداد يال)      ب

  . كنيد

  حاصل pk يال اضافه مي كنيم گراف 15، تعداد qي   و اندازهpي  هاي يك درخت از مرتبه اگر به تعداد يال. 16

  . باشد، رسم كنيد6ي رئوسش  جهدرخت را مشخص كنيد و يكي از انواع آن را كه بيشترين در. شود  مي

  . را رسم كنيد6ي  هاي از مرتبه تمام درخت. 17

:ي نزولي  دنباله. 18 , , , , , , ,...,S 4 4 4 3 3 2 1   .هاي يك درخت است هاي راس ي درجه ، دنباله1

  .ي يك اين درخت را حساب كنيد هاي درجه تعداد راس)      الف

  .نموداري از اين درخت رسم كنيد)      ب

  .درخت را تعريف كنيد) الف. 19

    .ثابت كنيد بين هر دو راس هر درخت مفروض، دقيقا يك مسير وجود دارد)      ب

  

  :             باشد  ميGشكل زير نمودار گراف . 20

  
   گراف بازه است؟Gآيا )     الف

Vر از ترين مسي طولاني)     ب V به 1   . را بنويسيد3

  . در اين گراف را بنويسيد4ي دورهاي به طول  كليه)     ج

  .سه ويژگي از ماتريس مجاورت يك گراف را بنويسيد) الف. 21
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G:  باشد و داشته باشيمGي  ماتريس مجاورت گراف ساده  Mاگر )      ب

 
 
 =
 
 
 

2

2 1 1 1

1 3 1 0

1 1 2 1

1 0 1 1

  

  . را نوشته و گراف را رسم كنيدδ و ∆مرتبه، اندازه، 

  .     ي زير را بنويسيد ماتريس مجاورت متناظر با گراف ساده. 22

  
  .درخت را تعريف كنيد) الف. 22

  ، چند درايه با مقدار صفر وجود دارد؟8ي  در ماتريس مجاورت يك درخت از مرتبه)      ب
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  پذيري و تقسيم بخش

A اگر   :عضو ابتداي يك مجموعه   *  R⊆      در اين صورت عدد x       را عـضو ابتـداي A  نويـسيم    گـوييم و مـي       مـي

min A x=هرگاه :  

1 .x عضوAباشد .  

2 .x از تمام اعضاي Aتر يا مساوي باشد  كوچك.  

  

A اگر   : يك مجموعه  نتهايعضو ا *  R⊆  صورت عدد     در اين x       را عـضو انتهـاي A  نويـسيم    گـوييم و مـي       مـي

max A x=هرگاه :  

1 .x عضوAباشد .  

2 .x از تمام اعضاي Aتر يا مساوي باشد  بزرگ.  

  

  .نداشته باشدو يا انتها  ممكن است يك مجموعه عضو ابتدا :نكته* 

  .هاي زير بررسي كنيد را در مجموعهو انتها  وجود عضو ابتدا :مثال

{ } { } { }) A x R | x ) B x R | x ) x z | x= ∈ − < ≤ = ∈ − ≤ < = ∈ − < ≤1 2 9 2 2 9 3 2 9
  

  

) تـرين عـضو     كوچـك (يعي داراي عـضو ابتـدا       ي اعداد طب    ي ناتهي از مجموعه      هر زيرمجموعه  :ترتيبي  اصل خوش * 

  .است

  

گـاه بـا خـود        اي از اعداد طبيعي هر دو ويژگـي زيـر را داشـته باشـد، آن                 اگر زير مجموعه   :اصل استقراي رياضي  * 

  .ي اعداد طبيعي برابر است مجموعه

  . متعلق به آن زير مجموعه باشد1عدد . 1

t در آن زير مجموعه، عدد طبيعي tبودن عدد طبيعي مانند  در صورت موجود. 2   . نيز در آن زيرمجموعه باشد1+

  

گاه بـا خـود    اي از اعداد طبيعي هر دو ويژگي زير را داشته باشد، آن              اگر زير مجموعه   :اصل استقراي قوي رياضي   * 

  .ي اعداد طبيعي برابر است مجموعه

  . آن زير مجموعه باشد متعلق به1عدد . 1

 نيـز در آن  tن زيـر مجموعـه، عـدد طبيعـي     آ در tتـر از   ي اعـداد طبيعـي كوچـك    در صورت موجود بودن همه . 2

  .زيرمجموعه باشد

  

 q بخش پـذير گـوييم هرگـاه عـدد صـحيحي ماننـد       bبر عدد صحيح غير صفر    را   a عدد صحيح    :پذيري  بخش* 

aچنان يافت شود كه      b q= b را به صورت     b بر   aپذيري    بخش. × | a  پذير نبـودن      هيم و بخش  د   نشان ميa   بـر 

b را به صورت b |aدهيم  نشان مي                .b | a a bq (q z)⇔ = ∈  

  

  ي اعداد نظريه: 2فصل 
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=qكـه در تـساوي      شـود      يافت مي  q چون بي شمار عدد صحيح مانند        :قرار داد *  ×0 كنـد، قـرارداد       صـدق مـي    0

0|پذير است يعني  كنيم كه صفر بر خودش بخش مي 0.  

  

   :پذيري هاي بخش ويژگي* 

  .)اند  اعداد طبيعي،ها  اعداد صحيح و توان،ها هاي زير، پايه در تمام فرمول(

) | a±1 1  

) a | a or a⇒ = = −2 1 1 1  

) a | a±3  

) a |4 0  

a | b

)a | b a | b

a | b

−


⇒ −
− −

5  

b) a | b a b≠→ ≤06  

) a | b a | mb⇒7  

) a | b ma | mb⇒8  
n) a | b a | b⇒9  

n n) a | b a | b⇒10  
m n m n) a | b a | b<→11  

m nm n) a | b a | b>→12  

a | b c

)a | b , a | c a | b c

a | mb nc

±


⇒ ×
 ±

13  

) a | b , c | d ac | bd⇒14  

) a | b , b | a a b⇒ = ±15  

) a | b a | ma nb⇒ ±16  

) ab | c a | c , b | c⇒17  
n n) (a b) | (a b )− −18  

m m n nn
) N (a b ) | (a b )

m
∈ ⇒ − −19  

m m n n n nn
) k (a b ) | (a b ) n k (a b) | (a b )

m
= + ⇒ + + ⇒ = + ⇒ + +20 2 1 2 1  

m m n n n nn
) k (a b ) | (a b ) n k (a b) | (a b )

m
= ⇒ + − ⇒ = ⇒ + −21 2 2  

  .پذير است  بخش!n عدد صحيح متوالي بر nضرب  حاصل) 22

  

aي تقسيم عدد  باقي مانده: مثال = −36 363   . بيابيد35 را بر 2

  .هاي زير را بررسي كنيد درستي يا نادرستي گزاره: مثال

) a | b a | b⇒ 2 31  
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) a | b a | b⇒2 32  

 بيابيد كه حاصلچنان  را n تمام مقادير صحيح :مثال
n

n

−
+

4 2

1
  . يك عدد صحيح باشد

 اگر :مثال
n

n

+
+

2 4

1
   چند جواب صحيح وجود دارد؟nگاه براي   يك عدد صحيح باشد آن

aي  توان يافت به طوري كه در هر دو رابطه  ميa چند عدد صحيح مانند :مثال | | و 240 a12صدق كنند .  

d وجود دارد كه dد عدد طبيعي مانند  چن:مثال | | و 450 d15.  

  

ر به فـردي    گاه دو عدد صحيح منحص       يك عدد طبيعي دلخواه باشند، آن      b عدد صحيح و     aاگر   :ي تقسيم   قضيه* 

aشوند كه   چنان يافت مي  q و   rمانند   bq r= r و + b≤ ، مانـده   را بـاقي r را خارج قسمت، qدر اين حالت . 0>

a را مقسوم و bگوييم عليه مي  را مقسوم.  

  .مانده و خارج قسمت را تعيين كنيد  تقسيم كرده و باقي23 را بر 487− عدد :مثال

k و   k2توان به يكي از دو صورت          هر عدد صحيح را مي     :نكته*  +2 k و k3 و يا به يكـي از سـه صـورت           1 +3  و 1

k +3   .نمايش داد...  و 2

  .باشد  مي4 مربع هر عدد زوج، مضرب :نكته* 

ي عدد حاصل از سه رقم سمت راست آن عدد در تقـسيم بـر                ، باقيمانده 8ي يك عدد در تقسيم بر          باقيمانده :نكته* 

  .باشد  مي8

a به عبارت ديگر     .آورد ي يك مي  باقيمانده8 مربع هر عدد فرد در تقسيم بر :نكته*  k a q= + ⇒ = +22 1 8 1.  

   است؟ يك از اعداد زير مربع كامل  كدام:مثال

1 (74519    2 (74529    3 (74539    4 (74549  

   هستند؟ چه تعدادي مربع كامل...  و 1111 و 111 و 11 و 1 از بين اعداد :مثال

  

  . ختم شود8و7و3و2تواند به يكي از ارقام  هيچ مربع كاملي نمي :نكته* 

  . باشد2 ختم شود، لازم است رقم دهگان آن مربع كامل برابر 5 اگر مربع كاملي به :نكته* 

, در بين اعداد b تعداد مضارب طبيعي عدد طبيعي :نكته*  , ,..., n1 2  برابر 3
n

b
 
  

  .باشد  مي

   وجود دارد؟100 كوچكتر يا مساوي 3 چند عدد طبيعي مضرب :مثال

  

k در بين اعداد b تعداد مضارب طبيعي عدد طبيعي :نكته*  ,k ,...k n+ + +1  برابر 2
k n k

b b

+   −      
  .باشد  مي

  پذير باشند چقدر است؟  بخش34 تعداد اعداد سه رقمي كه بر :مثال

xي   معادله:مثال y+ =2 2   ي اعداد صحيح چند دسته جواب دارد؟  در مجموعه1383

توان به مقـسوم عليـه    حداكثر چند واحد مي.باشد  مي7ت برابر  و خارج قسم   29مانده برابر      در يك تقسيم، باقي    :مثال

  كه مقسوم و خارج قسمت تغيير نمايد؟ اضافه كرد بدون اين

 واحد به مقسوم عليه اضافه كنيم، خارج قسمت تغيير نكرده ولـي   3 و     واحد به مقسوم   200 در يك تقسيم، اگر      :مثال

   .ا بيابيدخارج قسمت ر. شود  واحد كم مي22مانده  از باقي
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توانـد   تعيين كنيد مقـسوم عليـه چـه مقـاديري مـي         . باشد   مي 12 و خارج قسمت     542 در يك تقسيم، مقسوم      :مثال

  .داشته باشد

 بـر  aي تقـسيم   مانـده  گاه بـاقي   باشد، آن 6 و   5 به ترتيب برابر     7 و   6 بر اعداد    aي تقسيم عدد      مانده   اگر باقي  :مثال

   كدام است؟42

  

  : عدد اول* 

ي اعداد طبيعي، دو و فقط دو مقسوم عليه مثبـت داشـته باشـد كـه      يك عدد طبيعي را اول گوييم هرگاه در مجموعه    

  .شود  ميعددي كه اول نباشد، مركب خوانده. ن عدد استآ و ديگري خود 1عليه عدد  يكي از آن دو مقسوم

  

k به يكي از دو شكل       3تر از      هر عدد اول بزرگ    :نكته*  +6 k و   1 −6 qيـا    ( 1 +6 بـه عبـارتي اگـر      . (باشـد   مـي ) 5

، ممكن است عـددي بـه    در عين حال). باشد، آن عدد اول نيست5 و 1، عددي بجز 6ي تقسيم يك عدد بر   مانده  باقي

kشكل  +6 k و 1 −6 =  باشد ولي اول نباشد؛ مثل 1 × +25 6 4 1.  

  

  ...)و7و5و3و2: اعداد اول. (باشد  مي2 تنها عدد اولي كه زوج است عدد :نكته* 

  .ارقام حاصل ضرب آن دو عدد را بيابيدمجموع .  شده است91 مجموع دو عدد اول برابر :مثال

a چنانند كه b و a دو عدد طبيعي :مثال b= +2 2 a، مجموع ارقام عدد 41 b+   . را بيابيد2

  

  )اي نامتناهي است داد اول مجموعهي اع مجموعه. (نهايت عدد اول وجود دارد  بي:قضيه* 

  .پذير نباشد  بخشn اول است هرگاه به هيچ يك از اعداد طبيعي كوچكتر يا مساوي n عدد :قضيه* 

  

  :ضرب عوامل اول ي يك عدد به حاصل تجزيه* 

  .ضرب عوامل اول تجزيه كرد رت حاصلتوان به صو  را مي1تر از  هر عدد طبيعي بزرگ* 

  

 اسـت و اگـر     مربع كامـل  د، آن عدد،    نهاي اول عددي زوج باش      ي يك عدد، توان تمام عامل        اگر پس از تجزيه    :نكته* 

  .مضرب سه باشند، مكعب كامل است

  .، مربع كامل بودن آن را بررسي كنيد1380ي عدد    با توجه به تجزيه:مثال

  

k به صورت    n اگر عدد    :نكته* 
kn p p ... pα α α= × × ×1 2

1 گاه تعداد    ضرب اعداد اول تجزيه شده باشد، آن         به حاصل  1

)k برابر nهاي مثبت عدد  عليه تعداد مقسوم )( )...( )α + α + α +1 21 1   . خواهد بود1

  .يابيد را ب50هاي مثبت عدد  عليه  تعداد مقسوم:مثال

  باشد؟ عليه مثبت مي  مقسوم27يك ازاعداد زير داراي   كدام:مثال

1 (1963    2(1764     3 (1862    4 (2178  

  

  . آيد ي زير به دست مي  از رابطه!n موجود در p تعداد عوامل اول :نكته* 

                
n n n

...
p p p

     
+ + +     

     
2 3
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   چند است؟3، توان عدد 50!ي عدد    در تجزيه:مثال

  . يعني مقدار زير برابر است!n موجود در 5 با تعداد عوامل !n تعداد صفرهاي واقع در انتهاي عدد : مثال

n n n
...

     + + +          
2 35 5 5

  

   چقدر است؟79! تعداد صفرهاي موجود در انتهاي :مثال

  پذير باشد، چقدر است؟  بخشk21 بر 194!كه   براي آنkترين مقدار   بيش:مثال

  

  دترين مقسوم عليه مشترك دو عد بزرگ*  

هـاي اول     ضـرب عامـل     ها را بـه حاصـل       عليه مشترك چند عدد، هر يك از آن         ترين مقسوم   براي به دست آوردن بزرگ    

  .كنيم تر را در يكديگر ضرب مي هاي مشترك با توان كم عاملسپس تجزيه كرده و 

,a) را با نماد b و aم دو عدد .م.ب b)دهيم  نمايش مي.  

  . را بيابيد1008 و 450 بزرگترين مقسوم عليه مشترك دو عدد :مثال

  

,a) :نكته*  b) d d | a , d | b= ⇒.  

م آن دو عـدد برابـر       .م.هاي ب   عليه  سومي مق    با مجموعه  b و   aهاي مشترك دو عدد       عليه  ي مقسوم    مجموعه :نكته* 

xاست؛ يعني اگر  | a و x | bگاه   آنx | (a, b).  

آن دو عدد چند مقـسوم عليـه مـشترك    . باشد  مي72 برابر با b و aترين مقسوم عليه مشترك دو عدد      بزرگ :مثال

  دارند؟

  

,m  به ازاي هر :تركيب خطي دوعدد*  n Z∈  ، ma nb+ را يك تركيب خطي a و bگوييم  مي.  

,a) :نكته*  b) d m, n Z , ma nb d= ⇔ ∃ ∈ + =.  

  

,a) را نسبت به هم اول گوييم هرگاه b و aدو عدد ): نسبت به هم اول(دو عدد متباين *  b) =1.  

  

ra چنـان يافـت شـوند كـه          s و   rحي مانند   ، اعداد صحي  b و   a اگر براي اعداد صحيح      :نكته*  sb+ گـاه    ، آن 1=

(a, b) =1.  

(b,d) اگر :مثال a) و 1= b, a b) d− − =2   . را بيابيدdگاه مقدار  ، آن3

  

,a)گاه   داشته باشد، آنrي   باقيماندهb در تقسيم بر a اگر :نكته*  b) (b, r)=.  

,a) اگر :مثال b) d=گاه  ، آن(a, a d)+5چقدر است؟   

  

آن دو عدد نيز نسبت به هـم  ) تفاضل(جمع  ضرب و حاصل گاه حاصل اگر دو عدد نسبت به هم اول باشند، آن     : نكته* 

,a): اولند، يعني b) (a b,ab)= ⇒ ± =1 1  

  

  . هر دو عدد صحيح متوالي نسبت به هم اولند و نيز هر دو عدد صحيح فرد متوالي نسبت به هم اولند:نكته* 
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 :كتهن* 
(a, b)

(a, bc)
(a,c)

= 
⇒ == 

1
1

1
  

a اگر ):لم اقليدس(نكته *  | bc و (a, b) aگاه  ، آن1= | c.  

p عددي اول باشد و p اگر :نكته*  | abگاه   آنp | a و p | b.  

,a) اگر :نكته*  b) d=گاه روابط زير برقرارند ، آن.  

{ }) (ka, kb) k d k Z= ∈ −1 0  

a b d
) ( , ) k | d

k k k
=2  

n n n) (a , b ) d n N= ∈3  

ها صفر نيـست، برابـر         كه حداقل يكي از آن     b و   aترين مقسوم عليه مشترك دو عدد صحيح           بزرگ :ي بزو   قضيه* 

}ي  ترين عضو مجموعه است با كوچك }S ma nb | m, Z= + > ∈0.  

}ي   عضو ابتداي مجموعه:مثال }A r s | r,s Z= + > ∈42 12   . را بيابيد0

  

  ترين مضرب مشترك دو عدد كوچك* 

هـاي اول تجزيـه    ضرب عامل ها را به حاصل  مشترك چند عدد، هر يك از آن  ترين مضرب   كوچكت آوردن   براي به دس  

  .كنيم  را در يكديگر ضرب ميهاي غير مشترك بيشتر و همچنيم عاملهاي مشترك با توان  عاملسپس كرده و 

  . را بيابيد1008 و 450 كوچكترين مضرب مشترك دو عدد :مثال

,a) اگر :نكته*  b) d=توان نوشت گاه مي ، آن :[ ]
a a d , b b d , (a ,b )

a,b a b d

′ ′ ′ ′= = =
 ′ ′=

1
  

,a)گاه   دو عدد صحيح دلخواه باشند، آنb و a اگر :نكته*  b).[a,b] ab=.  

باشـد،    ترين مقسوم عليه مشترك آن دو عـدد مـي           برابر بزرگ  13ترين مضرب مشترك دو عدد طبيعي          كوچك :مثال

  .م ان دو عدد را بيابيد.م.گاه ب  باشد، آن126اگر مجموع اين دو عدد برابر 

  ترين مقدار طبيعي بـراي تفاضـل آن   كم.  است36م آن دو عدد برابر .م. و ب504 مجموع دو عدد طبيعي، برابر       :مثال

  .دو عدد را بيابيد

  

  همنهشتي* 

m(m در تقسيم بر عدد طبيعي b و aحيح اگر دو عدد ص )≥  داشته باشند، rي يكساني مانند  مانده  باقي2

آن را به صورت  ميگوييم و mي   را همنهشت با يكديگر به پيمانهb و aگاه دو عدد  آن
m

a b≡ يا   

aپيمانه ( b (m≡دهيم  نشان مي.  

  

 اگر :نكته* 
m

a b≡گاه عدد صحيحي مثل   آنqوجود دارد به طوري كه  :a b mq− =.  

  

  :خواص همنهشتي* 

  .باشد  مي1تر از   عددي طبيعي بزرگm اعداد صحيح و d,c,b,aدر تمام روابط زير 
m

) a b≡1  
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m m

) a b b a≡ ⇒ ≡2  
m m m

) (a b , b c) a c≡ ≡ ⇒ ≡3  
m m m

) (a b , c d) a c b d≡ ≡ ⇒ ± ≡ ±4  
m m m

) (a b , c d) ac bd≡ ≡ ⇒ ≡5  
m m m

) (a b) (a c b c , ac bc)≡ ⇒ ± ≡ ± ≡6  
m m

n n) a b a b≡ ⇒ ≡7  
[ ]m,nm n

) (a b , a b) a b≡ ≡ ⇔ ≡8  
m n

) (a b , n | m) a b≡ ⇒ ≡9  
m

m d

) (ac bc , d (m,c)) a b≡ = ⇒ ≡10  

  . را بيابيد9 بر 4035يم ي تقس مانده  باقي:مثال

ي تقسيم عدد  مانده  باقي:مثال
  . را بيابيد17 بر 962

163+ي تقسيم  مانده  باقي:مثال   . را بيابيد7 بر عدد 5

nي تقسيم  مانده  باقي:مثال n+ + +42 18 23   .بيابيد را 13 بر 5

  اي دارد؟ مانده  چه باقي13 در تقسيم بر 13842 عدد :مثال

  پذير باشد چقدر است؟  بخش5 بر a+642 كه به ازاي آن، aترين عدد طبيعي   كوچك:مثال

a اگر  :مثال ≡
6

a و 2 ≡
8

  اي دارد؟ مانده  چه باقي24 در تقسيم بر a، آنگاه 4

xي   رابطه آنترين عدد طبيعي را بيابيد كه با ازاي  كوچك:مثال ≡
15

4    . برقرار باشد3

  

ها به  اي از اعداد صحيح است كه هر يك از ان   مجموعهaارزي   كلاس هم):ارزي ي هم دسته(ارزي  كلاس هم* 

].            همنهشت باشندa با mي  پيمانه ] { }m

m
a x | x Z , x a= ∈ ≡  

   قرار دارد؟8ي  ارزي به پيمانه ي هم  به كدام دسته207− عدد :مثال

1 ([ ]1      2 ([ ]3      3 ([ ]5      4 ([ ]7  

   هستند؟7ي  ي همنهشتي به پيمانه  كدام دو عدد زير متعلق به يك دسته:مثال

  96و25)4    96و26) 3    96و28) 2    96و27) 1

a اگر :لمثا −2 a−3نهشتي  ي هم  عضوي از دسته1   تواند باشد؟  كدام ميaگاه   باشد، آن6ي   به پيمانه3

1 (1381    2 (1382    3 (1383    4 (1384  

,a) چنان باشد كه aه و عدد صحيح  عددي اول بودp اگر :ي فرما قضيه*  p) : گاه ، آن1=
p

pa − ≡1 1.  

  

 باشد، به 4اگر توان مضرب دار، به جاي پايه، رقم يكان و به جاي توان،  ي رقم يكان اعداد توان  براي محاسبه:نكته* 

  .گيريم  را در نظر مي4ي تقسيم آن بر  مانده باقين صورت  و در غير اي4جاي توان عدد 

  . را بيابيد13931392 رقم يكان عدد :مثال

13841383× رقم يكان عدد :مثال   . را بيابيد2
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23+ رقم يكان عدد :مثال 1727   . را بيابيد43

)! رقم يكان عدد :مثال ! ! )+ + 4249 73   . را بيابيد82

  

  نمايش اعداد در مبناهاي مختلف* 

× نوشته شده است، به صورت       10 كه در مبناي     492دانيم عدد     مي  + × + ×0 1 22 10 9 10 4  نيز قابل نمايش اسـت و      10

)نيز عدد    × كه در مبناي هشت نوشـته شـده اسـت، بـه صـورت              85726( + × + × + ×0 1 2 36 8 2 8 7 8 5  نيـز قابـل   8

  . باشد بنابر اين هر عددي در يك مبناي خاص، قابل تبديل به مبناي ديگر مي. نمايش است

  

هـاي متـوالي و بـراي تبـديل عـددي از       ، از تقـسيم 10 به مبنايي غير از 10 براي تبديل هر عددي از مبناي       :نكته* 

  .كنيم ميهاي متوالي استفاده   از ضب10 به مبناي 10مبناي غير 

  

 بـرد و سـپس بـه    10توان ابتـدا ان را بـه مبنـاي      مي10 به مبناي غير 10 براي تبديل عددي از مبناي غير  :نكته* 

  . خواسته شده تبديل كرد10ر يمبناي غ

  

  . خواهند بودn نوشته شود، حتما هر يك از ارقام آن كمتر از n اگر يك عدد در مبناي :نكته* 

) عدد :مثال   . ببريد10 را به مبناي 42103(

  . ببريد2 نوشته شده است به مبناي 10 را كه در مبناي 357 عدد :مثال

× عدد :مثال + × +2 313 8 69 8   . ببريد8 را به مبناي 11

) عدد   :مثال =چون  . ( ببريد 8مبناي   را به    210111011( 38  تا جدا كرده و هـر       3 تا   3 لذا اعداد را از سمت راست،        2

كنـيم،    بـرعكس عمـل مـي   2 بـه  8 و براي تبديل از مبنـاي  كنيم  تبديل مي8كدام از اين اعداد سه تايي را به مبناي  

  )دهد كيل مي تش2ن عدد را در مبناي آ رقم از 3، 8 هر عدد از مبناي يعني

) حاصل عدد :مثال   . بنويسيد2 را در مبناي 83754(

xاگر  :مثال x( ) ( ) += 1213 )x، در اين صورت 134   . را بيابيد111(

  . را بيابيدb و aبر باشد، مقادير  برا9(ba) با عدد 7(ab) اگر عدد دو رقمي :مثال

  شود؟  به چند صفر ختم مي6 در مبناي 65! عدد :مثال

  

  ...: و 5 و 4 و 3 و 2پذيري اعداد طبيعي بر اعداد   قوانين يافتن بخش*

 k2 رقـم سـمت راسـت آن بـر     kپذير است كه مجموع   بخشk2عددي بر ...):  و 8 و  4 و   2 (k2پذيري بر     بخش) 1

  .پذير باشد بخش

  .پذير باشد  بخش9 يا 3پذير است كه مجموع تمام ارقامش بر   بخش9 يا 3 عددي بر :9 و 3پذيري بر  بخش) 2

  . باشد5 يا 0پذير است كه رقم سمت راست آن   بخش5 عددي بر :5پذيري بر  بخش) 3

پذير است كه اگر ارقام آن را به ترتيب از راست به چپ با علامت مثبـت و                بخش 11 عددي بر    :11پذيري بر     بخش) 4

  .پذير باشد  بخش11منفي جمع جبري كنيم حاصل آن بر 
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  ي سياله همعادل*  

axهر معادله به صورت     *  by c+ a,b,c كه در آن     = Z∈     و براي هر x   و y        به دنبـال مقـاديري در ،Z   ،باشـيم 

  .شود ي خطي دو مجهولي ناميده مي ي سياله يك معادله

axي  ي سياله كه معادله  شرط لازم و كافي براي آن:قضيه*   by c+ ,a) است كه   داراي جواب باشد آن= b) | c .  

xي     اگر معادله  :مثال y n+ = +84 66 5  چه مقاديري را    nگاه    داد صحيح جواب داشته باشد، آن     ي اع    در مجموعه  11

  تواند اختيار كند؟ مي

  

,a) اگر :نكته*  b) axي  گاه معادله ، آن1= by c+   . همواره جواب دارد=

axي  هايي از معادله     جواب y0 و   x0 اگر   :نكته*  by c+ ,a) باشند، و = b) d=هاي كلي آن معادلـه   گاه جواب ، آن

.            به شكل زير است

b
x x k

d
a

y y k
d

 = +

 = −


0

0

  

xي  هاي عمومي معادله  جواب:مثال y+ = −9 5   . را بيابيد4

xي  هايي از معادله  جوابy و x اگر :مثال y+ =54 21   . را بيابيد7 بر xي تقسيم عدد  مانده گاه باقي  باشند، آن15

xي  ي سياله  معادله:مثال y+ =26 38  . حل كنيدZ را در 204

.  ريال تمبر دارد1470اي نياز به  بسته.  ريالي براي فروش دارد140 ريالي و 210اي فقط تمبرهاي  پستختانه :مثال

 . ريالي بايد بخرد140و چند تمبر  ريالي 210چند تمبر 
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a|اگر . 1 b و b ≠ a، ثابت كنيد 0 b≤.  

  .درستي يا نادرستي احكام زير را با ذكر دليل مشخص كنيد. 2

|)    الف |ab c b a⇒2          ب (| |a b ac b⇒  

|)    ج |a b a b⇒2 3 3 |) د         5 |a b a a b b− ⇒ −2 2 2 2 2  

a|اگر . 3 b و |a cثابت كنيد ، :|a b c+3 2.  

p|  يك عدد اول باشد و pثابت كنيد اگر . 4 abگاه   ، آن|p a يا |p b.  

| دو عدد طبيعي فرد باشند، ثابت كنيد b و aاگر . 5 a b+2 4| و 22 a b+2 2.  

a|ثابت كنيد اگر ) الف. 6 bگاه  ، آن|a bc.  

,براي مقادير صحيح )      ب ,c b a مثالي بياوريد كه ،|a bc برقرار باشد ولي دو حكم |a b و |a cبرقرار نباشد .  

b باشد و 15 مضرب ab3اگر عدد سه رقمي . 7 ≠   مساله چند جواب دارد؟. ، اين عدد را مشخص كنيد0

)عدد . 8 )
3

  . ببريد5 را به مبناي 10211

 را به دست 11ي تقسيم يك عدد بر  مانده ي پيدا كردن باقي ، قاعده10ا استفاده از نمايش يك عدد در مبناي ب. 9

  .آوريد

  .نهايت عدد اول وجود دارد ثابت كنيد بي. 10

11 .a و bاگر براي هر . فر استاند كه حداقل يكي از اين دو مخالف ص  دو عدد صحيحm و n ،صحيح 

ma nb+ ):  باشد، ثابت كنيد1= ),a b =1.  

ac)پيمانه (ثابت كنيد اگر . 12 bc m≡ و ( , )d m c=ه پيمان(گاه  ، آن(
m

a b
d

≡.  

a|اگر . 13 b و |c b و ( ),a c ac|:  باشد، ثابت كنيد1= b.  

)ثابت كنيد اگر . 14 ),a b ) و 1= ),a c ) گاه ، آن1= ),a bc =1.  

)ثابت كنيد اگر . 15 ),a b a| و 1= bcگاه  ، آن|a c.  

b|ثابت كنيد اگر . 16 cگاه   آن( ), ( , )a b a c b= +.  

) عددي زوج باشد و aنشان دهيد اگر . 17 ),a b )گاه  ، آن1= ),a b a b− + =1.  

)اگر . 18 , )d a a a= − − +25 6 a و 3 Z∈گاه  ، آنdرا محاسبه كنيد .  

  .پذير است  بخش24والي بر ضرب سه عدد زوج طبيعي مت ثابت كنيد حاصل. 19

  .پذير است  بخش6ضرب سه عدد طبيعي متوالي بر  ثابت كنيد حاصل) الف. 20

  .پذير است  بخش8ضرب دو عدد زوج متوالي بر  ثابت كنيد حاصل)       ب

qثابت كنيد مربع هر عدد فرد به صورت ) الف. 21 +8   . است1

aضرب هر دو عدد به صورت  نشان دهيد حاصل)      ب +6 a به صورت 5 +6   . است1

ي   باشد، باقيمانده5 برابر 19ي آن بر   و باقيمانده3 مضرب aاگر عدد صحيح . 22
a

3
   كدام است؟19 بر 

 واحد به مقسوم عليه اضافه كنيم، خارج قسمت ثابت مانده و از 4 واحد به مقسوم و 90اگر در يك تقسيم . 23

  .خارج قسمت را به دست آوريد. شود  واحد كم مي2مانده  باقي

آن دو عدد را به .  است222ها  ترين مضرب مشترك آن  و كوچك2ترين مقسوم عليه مشترك دو عدد،  بزرگ. 24

  .بيابيد

  ي اعداد نمونه سوال امتحاني نظريه
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ترين مقسوم عليه مشترك اين   باشد، بزرگ432ها  ترين مضرب مشترك آن  و كوچك102د، اگر مجموع دو عد. 25

  .دو عدد را بيابيد

aهرگاه . 26 ≡
5

3 a و 2 ≡
3

2    كدام است؟15 بر aي تقسيم   باشد، باقيمانده1

  . پيدا كنيد31 را بر عدد 1212 ي تقسيم عدد باقيمانده. 27

  . را محاسبه كنيد3277رقم يكان . 28

73+رقم يكان . 29 257   . را محاسبه كنيد3

  . آوريد را به دست138627آخرين رقم سمت راست عدد . 30

  . به دست آوريد31 را بر عدد 1212ي تقسيم  باقيمانده. 31

232−ثابت كنيد . 32   .پذير است  بخش31 بر 8

Aي   باشد، باقيمانده23  و17 به ترتيب 39 بر B و Aي تقسيم اعداد  اگر باقيمانده. 33 B− را محاسبه 39 بر 

  .كنيد

xي  ، معادلهmبه ازاي چه مقادييري از . 34 y m+ =20    جواب صحيح دارد؟14

xي  ي سياه معادله. 35 y+ =13 17   . حل كنيدZ را در 100

xي  هاي كلي معادله جواب. 36 y+ =7 11   . را بنويسيد69

xي  ي سياله معادله. 37 y+ =38 34   . حل كنيدZ را در 120
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  ها ها و گراف رابطه

A هر زيرمجموعه از :رابطه*  B×  را يك رابطه ازA به روي Bاي از  اي زيرمجموعه اگر رابطه. گوييم  ميA A× 

  . تعريف شده استAي  گوييم آن رابطه بر روي مجموعه باشد، آنگاه مي

  

  :هاي زير است ايي از رابطه، به صورته مثال

1 (aRb يا (a, b) R∈ هرگاه ،a b≤ .  

)    طبق تعريف بالا  , ) R∈2 ) ولي 5 , ) R∉4 1.    

,xبراي هر دو عضو ) 2 y Z∈كنيم  تعريف مي :(x, y) R∈ يا xRy هرگاه x y− باشد7 مضربي از .  

R9   طبق تعريف بالا  R12 ولي 2 6.  

xRyي اعداد حقيقي به صورت  موعه در مجRي   رابطه:مثال x y xy⇔ + ≤2 2  1393عدد .  تعريف شده است2

  با چه عددي رابطه دارد؟

  

  ي يك رابطه هاي چهارگانه ويژگي* 

  :گاه آن رابطه  تعريف شده باشد، آنAي   بر روي مجموعهRي  اگر رابطه

، زوج مرتب A متعلق به xاست اگر و تنها اگر به ازاي هر عضوي مانند ) انعكاسي(اراي خاصيت بازتابي د) 1

(x, x) در Rباشد .  

 در صورت موجود بودن زوج مرتب A متعلق به y و xاي هر تقارني است اگر و تنها اگر به ازداراي خاصيت ) 2

(x, y) در R زوج مرتب ،(y, x) نيز در Rموجود باشد .  

,x) از دو زوج مرتب A متمايز متعلق به y و xداراي خاصيت پادتقارني است اگر و تنها اگر به ازاي هر ) 3 y) و 

(y, x)ي از آن دو در  حداكثر يكRبه عبارتي اگر  (. باشد(x, y) R∈ و (y, x) R∈ آنگاه x y=(  

، در صورت A متعلق به z و y  وxاست اگر و تنها اگر به ازاي هر ) تراگذري يا ترايايي(داراي خاصيت تعدي ) 4

,y)موجود بودن هر دو زوج مرتب   z)  و(x, y) در R زوج مرتب ،(x, z) نيز در Rموجود باشد .  

  

  .ارزي است ي هم  اي كه هر سه ويژگي بازتابي، تقارني و تعدي را داشته باشد، رابطه  رابطه:ارزي هم* 

  .ي تهي، هر سه ويژگي تقارني، پادتقارني و تعدي را دارد  رابطه:نكته* 

هاي اول  اگر مولفه. اشد، هر دو ويژگي پادتقارني و تعدي را داراستاي كه فقط داراي يك زوج مرتب ب  رابطه:نكته* 

  .و دوم آن زوج مرتب يكسان باشد، آن رابطه ويژگي تقارني را نيز خواهد داشت

}توان بر روي  اي كه مي  تنها رابطه:نكته*  }nA a ,a ,..., a= 1  تعريف كرد تا هر چهار ويژگي بازتابي، تقارني، 2

}ي  و تعدي را داشته باشد رابطهپادتقارني  }n n(a ,a ) , (a ,a ) ,..., (a ,a )1 1 2   .باشد  مي2

  

}ي   مجموعه:مثال }, , ,A = 1 2 3   : تعريف كنيد كهAاي روي  رابطه.  داده شده است4

  .بازتابي باشد) 1   

  .متقارن باشد) 2   

  تعدي باشد) 3    

  پادتقارن باشد) 4    

  مباحثي ديگر از تركيبيات: 3فصل 
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  .بازتابي و ترايايي باشد ولي متقارن نباشد) 5   

  .فقط خاصيت پادتقارني داشته باشد) 6   

  .نه متقارن باشد و نه پادمتقارن) 7   

  .هم متقارن باشد و هم پادمتقارن) 8   

  .متقارن و بازتابي باشد ولي تراگذر نباشد) 9   

  ارزي دارند؟ يك از روابط زير، خاصيت هم  كدام:مثال

  .ي اعداد حقيقي ي تساوي در مجموعه رابطه) 1

  .ي خطوط يك صفحه ي توازي در مجموعه رابطه) 2

  .خطوط يك صفحهي  ي عمود بودن در مجموعه رابطه) 3

  .ي اعداد حقيقي تر يا مساوي در مجموعه ي كوچك رابطه) 4

xRyي   با ضابطهRي  رابطه) 5 x y xy⇔ + ≤2 2     .ي اعداد حقيقي  در مجموعه2

  

  دار متناظر به يك رابطه  گراف جهت* 

توان به آن رابطه يك گراف جهت دار نسبت داد به طوري كه   باشد، ميAي   يك رابطه روي مجموعهRاگر

ab باشد و يال جهت دار Aي  ي رئوس اين گراف همان مجموعه مجموعه
���

 در گراف موجو باشد اگر و تنها اگر زوج 

,a)مرتب  b) در Rباشد .  

}.  ي زير را رسم كنيد دار متناظر با رابطه  گراف جهت:مثال }R (a,b) , (b, b) , (b,d) , (c,e) , (e,c) , (e,d)=.  

  

  ي يك رابطه از روي گراف متناظر با آن هاي چهارگانه بررسي ويژگي* 

  :Rي   تعريف شده باشد، آنگاه رابطهAي   روي مجموعهRي  اگر رابطه

  .ر متناظر با آن در هر راس، داراي يك طوقه باشددا يك رابطه بازتابي است اگر و تنها اگر گراف جهت) 1

ij، در صورت موجود بودن يال جهت دار A متعلق به j و iيك رابطه متقارن است اگر و تنها اگر، به ازاي هر ) 2
�

 ،

jiجهت دار يال 
��

  . نيز موجود باشد

ijاگر يال ، A متعلق به j و iيك رابطه پاد متقارن است اگر و تنها اگر، به ازاي هر ) 3
�

jiال گاه ي  موجود بود آن
��

 

  .موجود نباشد

ijهاي  ، اگر يالA متعلق به k و j و iيك رابطه تعدي است اگر و تنها اگر، به ازاي هر ) 4
�

jk و 
���

 موجود بودند، 

ikگاه يال  آن
���

  . نيز موجود باشد

}ي   روي مجموعهRي   رابطه:مثال }, , ,A = 3 6 7 }، به صورت 11 }( , ) | |=R x y x yتعريف شده است .  

  . را مشخص كنيدRي  رابطه)     الف

  . را رسم كنيدRدار متناظر با  گراف جهت)     ب

  ارزي است؟ چرا؟ ي هم  يك رابطهRآيا )     ج

  ست؟هاي چهارگانه را دارا ي متناظر به گراف جهت دار زير چه تعداد از ويژگي  رابطه:مثال

  

  

  

n2توان   عضو باشد، در اين صورت ميn داراي Aي   اگر مجموعه:نكته* 

  . تعريف كردA رابطه روي 2
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  .دار دارد  هر رابطه يك و فقط يك گراف جهت:نكته* 

p2 راس مشخص، p با :نكته* 

  .توان ساخت  گراف جهت دار مي2

,e,d,c راس 5 با :مثال b,aتوان ساخت؟  چند گراف جهت دار مي  

  

  ماتريس متناظر يه يك رابطه* 

 از Mتوان به آن رابطه يك ماتريس مربعي مثل   باشد، ميA عضوي nي  اي روي مجموعه  رابطهRاگر * 

صورت برابر با صفر   و در غير اين1  ماتريس، برابر با ijmي  گاه درايه  آنiRj نسبت داد به طوري كه اگر nي  مرتبه

  . خواهد بود

}ي   روي مجموعهRي  اگر رابطه :مثال }A a, b,c,d= ،ماتريس متناظر با  به صورت زير تعريف شده باشد

}            . بنويسيد راR ي رابطه }R (c,d) , (a,b) , (b, b) , (b,c) , (d,a)=  

  

  اعمال بولي

}ي  روي مجموعهاعمال جمع و ضرب بولي    .شوند به صورت زير تعريف مي 01,{

⊕ = ⊕ = ⊕ = ⊕ =0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1  
  

  توان دوم يك ماتريس

] ماتريس ماتريس متناظر يك رابطه باشد، در اين صورتM(R)اگر  ]M(R)
2

 در M از ضرب بولي ماتريس 

 منظور خواهد شد 1خودش به دست خواهد آمد با اين تفاوت كه هنگام ضرب هر درايه كه مقدار آن غير صفر باشد، 

  .و در غير اين صورت مقدار آن درايه صفر خواهد بود

M اگر :مثال

 
 =  
  

0 1 1

1 0 1

1 0 0

  . را بيابيدM2 باشد، ماتريس 

  

  تركيب يك رابطه با خودش * 

ا به صورت  با خودش كه آن رRي  گاه تركيب رابطه  تعريف شده باشد، آنAي   روي مجموعهRي  اگر رابطه

RORاي كه آن رابطه شامل زوج مرتب  دهيم عبارت است از رابطه  نمايش مي(i, j) باشد اگر و تنها اگر عضوي 

,k) يافت شد كه A در kمانند  j) و (i, k) هر دو در Rباشند .  

} روي Rي   رابطه:مثال }, , ,1 2 3   . را به دست آوريدRORي  رابطه.  به صورت زير تعريف شده است4

  

Mگاه   باشد، آنRي   ماتريس متناظر به رابطهM(R) اگر :نكته*  (R) M(ROR)=2.  

}ي   روي مجموعهRي   رابطه:مثال }, , ,A = −1 02 aRb:      به صورت مقابل تعريف شده است3 b a⇔ ≤  

   را رسم كنيد و تحقيق كنيد كه پادمتقارن است يا خير؟Rدار  گراف جهت)  الف  

)ماتريس )    ب )M Rي    را نوشته و ربطهRoRرا با عضوهايش نشان دهيد .  

  

  

  

= = = =0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 1⊙ ⊙ ⊙ ⊙

{ }( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )= 1 1 1 2 2 3 2 4 3 2 4 1 4 2 4 3R
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  ي دو ماتريس مقايسه* 

تر يا   را كوچكEگاه ماتريس  هاي صفر و يك باشند، آن  هر دو داراي درايهF و Eي  مرتبه اگر دو ماتريس هم

 Fي متناظرش در   از درايهEام ماتريس jام و ستون iي سطر  ، درايهj و iبه ازاي هر   گوييم  هرگاهFمساوي 

Eتر يا مساوي باشد و آن را به صورت  كوچك F≪يمده  نشان مي.  

E اگر :مثال
 

=  
 

1 0 1

0 1 1
F وجود دارد به طوري كه Fگاه چند ماتريس مانند  ّ آن E≪؟  

E با شرط Fهاي صفر و يك مانند   تعداد ماتريس:مثال F≪ و E F≠را براي ماتريس زير بنويسيد .  

E

 
 =  
  

1 0 1 1

0 0 0 1

1 1 0 0

  

TM ماتريس: نكته*  M∧هاي   با عمل روي درايهM و TM نظير به نظير با ضرب مولفه به مولفه تشكيل 

  .شود مي

  

  ي يك رابطه از روي ماتريس متناظر به آن گراف هاي چهارگانه ژگيبررسي وي

  :گاه آن رابطه  تعريف شده باشد، آنAعضوي  nي   بر روي مجموعهRي  اگر رابطه

پس روي يك . ( باشد1هاي روي قطر اصلي آن برابر   درايهداراي خاصيت بازتابي است اگر و تنها اگر تمام) 1

n عضوي به تعداد nي  مجموعه n−2

  )توان تعريف كرد ي بازتابي مي  رابطه2

 عضوي به nي  پس روي يك مجموعه (. متقارن باشدMداراي خاصيت تقارني است اگر و تنها اگر ماتريس ) 2

تعداد 
n n n n

n
− +

× =
2 2

2 22 2   )توان تعريف كرد ي تقارني مي  رابطه2

 حداكثر يكي از jim و ijmي   متمايز، از دو درايهj و iداراي خاصيت پادتقارني است اگر و تنها اگر به ازاي هر ) 3

T باشد؛ به عبارتي 1آن دو برابر با 
nM M I∧  عضوي به تعداد nي  پس روي يك مجموعه. (≫

n n
n

−

×
2

22 3 

  )ف كردتوان تعري ي پادتقارني مي رابطه

Mداراي خاصيت تعدي است اگر و تنها ) 4 M2
≪.  

  

  اصل شمول و عدم شمول

  .   گوييم ي زير، اصل شمول و عدم شمول مي ها به رابطه در جبر مجموعه

A B A B A B= + −∪ ∩  

A B C A B C A B A C B C A B C= + + − − − +∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩  

}ي   چند عضو مجموعه:مثال }|A x N x= ∈ ≤ ≤1   .11پذير هستند و نه بر   بخش7 نه بر 800

   تقسيم پذير نيستند؟5 و 7 وجود دارد كه بر 1000 چند عدد طبيعي كمتر از :مثال

  

kxهاي صحيح نامنفي   تعداد جواب:نكته*  x ... x n+ + + =1  برابر است با 2
n k n k

n k

+ − + −   
=   −   

1 1

1
.  

kx)  طبيعي (هاي صحيح مثبت  تعداد جواب:نكته*  x ... x n+ + + =1  برابر است با 2
n

k

− 
 − 

1

1
.  

xي   معادله:مثال x x+ + =1 2 3      چند جواب صحيح و نامنفي دارد؟4
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xي   معادله:مثال x x x+ + + =1 2 3 4    چند جواب صحيح و مثبت دارد؟7

xي   معادله:مثال x x x x+ + + + =1 2 3 4 5 x با شرط 8 , x≥ ≥2 42    چند جواب صحيح و نامنفي دارد؟1

xي  هاي صحيح معادله  تعداد جواب:مثال x x+ + =1 2 3 , را با شرايط 14 ,x x x> > >3 2 13 2   .  تعيين كنيد1

xي  هاي صحيح معادله  تعداد جواب:مثال x x+ + =1 2 3 ixبا شرط  را 14 > , براي 2 ,i =1 2   . بيابيد3

kxي   نامعادله) طبيعي(هاي صحيح مثبت   تعداد جواب:نكته*  x ... x n+ + + <1 هاي   برابر است با تعداد جواب2

kي  صحيح مثبت معادله kx x ... x x n++ + + + =1 2 يعني برابر است با . 1
n

k

− 
 
 

1
.  

xي  هاي صحيح و مثبت نامعادله  تعداد جواب:مثال y z+ + <   . را بيابيد7

  

kxي   هاي صحيح نامنفي نامعادله  تعداد جواب:نكته*  x ... x n+ + + <1 هاي صحيح نامنفي   با تعداد جواب2

kي  معادله kx x ... x x n++ + + + =1 2 kx  با شرط1 + ≥1 ي    هاي صحيح و نامنفي معادله  يعني با تعداد جواب1

k kx x ... x x n++ + + + = −1 2 1 يعني برابر است با .  برابر است1
n k

k

+ − 
 
 

1
.  

xي  هاي صحيح و نامنفي نامعادله  تعداد جواب:مثال x x x+ + + <1 2 3 4   . را بيابيد6

  

دهيم و در حالتي كه   نمايش ميϕ(n) را كه نسبت به آن اول باشند، با nتر از   تعداد اعداد طبيعي كوچك:نكته* 

kآن عدد به صورت 
kn p .p .....pα α α= 1 2

1 ي زير به  رابطه از ϕ(n)عوامل اول تجزي شده باشد، ضرب   به حاصل2

.  آيد دست مي
k

(n) n( )( )...( )
p p p

ϕ = − − −
1 2

1 1 1
1 1 1.  

  . اولند محاسبه كنيد500 را كه نسبت به 500تر از   تعداد اعداد صحيح مثبت كوچك:مثال
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}ي  رابطه. 1 }( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )R = 11 1 3 2 2 3 1 3 2 3 }ي   روي مجموعه3 }, ,A = 1 2   : تعرف شده است3

  . را بنويسيدRي  دار متناظر با رابطه گراف جهت) لف   ا

)ماتريس )    ب )M Rي مركب   را مشخص كرده و به كمك آن رابطهRoRرا مشخص كنيد .  

}ي   روي مجموعهRي  رابطه. 2 }, , ,A = −1 02 aRb:      به صورت مقابل تعريف شده است3 b a⇔ ≤  

   را رسم كنيد و تحقيق كنيد كه پادمتقارن است يا خير؟Rدار  گراف جهت)    الف

  . را با عضوهايش نشان دهيدRoRي   جا ربطه  را نوشته و از آنRoRماتريس )    ب

}ي  مجموعه. 3 }, , , ,A = −1 01 2 } به صورت A روي Rي   و رابطه3 }( , ) :R x y x y=   . تعريف شده است=

  . را بنويسيدRدار متناظر با  گراف جهت)     الف

   پادمتقارن است يا خير؟R تحقيق كنيد Rدار متناظر با  با استفاده از گراف جهت)      ب

}ي   روي مجموعهRي  رابطه. 4 }, , ,A = 1 2 3   :ده است به صورت زير تعريف ش4

{ }( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )R = 11 1 3 2 2 2 4 3 3 3 1 4 2 4 4   

 بازتابي Rي  از روي گراف رابطه مشخص كنيد رابطه) ب    دار رابطه را رسم كنيد گراف جهت)     الف

  است؟

  . را بررسي كنيدRي از روي ماتريس، خاصيت تراياي) د    . را بنويسيدRي  ماتريس نظير رابطه)     ج

E با شرط Fهاي صفر و يك مانند  تعداد ماتريس. 5 F≪ و E F≠را براي ماتريس زير بنويسيد .  

E

 
 =  
  

1 0 1 1

0 0 0 1

1 1 0 0

  

}ي   روي مجموعهRي  رابطه. 6 }, , ,A a a a a= 1 2 3  به صورت Rدار متناظر  اگر گراف جهت.  تعريف شده است4

  :                                                                                             زير باشد

  
  . را به صورت زوج مرتب بنويسيدRي  رابطه)     الف

  . را بنويسيدRي  ماتريس متناظر با رابطه)     ب

   متقارن است يا خير؟R، تحقيق كنيد Rبا استفاده از ماتريس متناظر با )     ج

}ي   روي مجموعهRي  رابطه. 7 }, , ,A a b c d=دار متناظر با  اگر گراف جهت.  تعريف شده استR به صورت زير 

  :           باشد

  

  

  . را به صورت زوج مرتب بنويسيدRي  رابطه)     الف

   ترايايي است يا خير؟R تحقيق كنيد Rدار متناظر با  ا استفاده از گراف جهتب)     ب

  . را بنويسيدRي  ماتريس متناظر با رابطه)     ج

}ي  چند عضو از مجموعه. 8 }|A n N n= ∈ ≤ ≤1   پذير است؟  بخش3نه بر  و 5 نه بر 1262

  نمونه سوال امتحاني تركيبيات
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   حداقل يك بار به كار رفته باشد؟3 و 2چند عدد سه رقمي وجود دارد كه در آن هر يك از ارقام . 9

xي  هاي معادله تعداد جواب. 10 x x+ + =1 2 3   . را به دست آوريد8

x. ي مقابل را تعيين كنيد هاي صحيح و مثبت معادله تعداد جواب. 11 x x+ + =1 2 310 23                                    
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  ي تصادفي پديده

  .ي آن به طور قطع معلوم نباشد اي است كه قبل از وقوع، نتيجه آزمايش يا پديده

  

  :(s) اي فضاي نمونه

  .گوييم اي مي  تمام نتايج ممكن، فضاي نمونهي ي تصادفي، به مجموعه در يك پديده

  اي حاصل چند عضو دارد؟ كنيم؛ فضاي نمونه  بار پرتاب مي4 يك سكه را :مثال

  اي حاصل چند عضو دارد؟ كنيم، فضاي نمونه  يك سكه و يك تاس را پرتاب مي:مثال

 مهره به طور تصادفي 2ن ظرف از اي. ي متمايز سفيد است  مهره4ي متمايز آبي و   مهره3 يك ظرف شامل :مثال

  اي چند عضو دارد؟ كنيم، فضاي نمونه خارج مي

  

  :پيشامدهاي تصادفي

  .گوييم اي يك پيشامد تصادفي مي هاي فضاي نمونه به هر يك از زيرمجموعه

وي برابر با  عضk عضوي، تعداد پيشامدهاي nي   در يك مجموعه:نكته
n

k

 
 
 

  . استn2 و تعداد كل پيشامدها 

  . باشد، بنويسيد8ه دست آمده برابر  در پرتاب دو تاس با يكديگر، پيشامد آن را كه مجموع دو عدد ب:مثال

تعداد اعضاي . كنيم ها هستند، چهار نفر به طور تصادفي انتخاب مي  نيز دو نفر از آنy و x نفر كه 7 از ميان :مثال

   نباشد، چند عضو دارد؟yها باشد ولي   در آنxپيشامدي از آن فضا كه 

  

  :متمم يك پيشامد

  . رخ ندهدAدهد كه   وقتي رخ مي′A. دهيم  نشان مي′A را با Aمتمم پيشامد 

  ها رو باشد، چند عضو دارد؟ پيشامد آن كه حداقل يكي از سكه. كنيم  چهار سكه را پرتاب مي:مثال

,g از بين افراد :مثال f ,e,d,c,b,aاگر پيشامد . كنيم ، چهار نفر را به طور تصادفي انتخاب ميAدر آن باشد كه 

   چند عضو دارد؟Aگاه  ، حداقل يكي موجود باشد، آنb و aبين افراد منتخب از بين افراد، 

   

  : پيشامدهاي ناسازگار

A: به عبارتي.  را ناسازگار گوييم، هرگاه اگر يكي رخ داد، ديگري رخ ندهدB و Aدو پيشامد  B = φ∩.  

  .گوييم اي، گسسته مي  شمارش باشند، به آن فضاي نمونهاي قابل اگر اعضاي فضاي نمونه: اي گسسته فضاي نمونه

  

 برابر است با Sاي   در فضاي نمونهA احتمال وقوع پيشامد :احتمال در فضاي گسسته
n(A)

P(A)
n(S)

=.  

  ده باهم برابر باشند چقدر است؟كه اعداد ظاهر ش  در پرتاب دو تاس، احتمال آن:مثال

  

ها تاثيري بر وقوع ديگري   را مستقل گوييم هرگاه وقوع هر يك از آنB و A دو پيشامد :پيشامدهاي مستقل

  .نداشته باشد

P(A:  مستقل باشند آن است كهB و A شرط لازم و كافي براي آن كه دو پيشامد :نكته B) P(A)P(B)=∩.  

  احتمال: 4فصل 
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  : دو پيشامد مستقل باشندB و A اگر :نكته

1 (A′ و B′اند  نيز مستقل.  

2 (A′ و Bاند  نيز مستقل.  

  

  :قوانين احتمال

P(S)گاه  اي باشد، آن  فضاي نمونهSاگر ) 1 =1  

≥P(A)گاه   باشد، آنSاي   يك پيشامد دلخواه در فضاي نمونهAاگر ) 2 ≤0 1    

  : باشندSاي   دو پيشامد دلخواه در فضاي نمونهB و Aاگر ) 3

  P(A B) P(A) P(B) P(A B)= + −∪   الف(∩

P(A B) P(A) P(A B)− = −   ب(∩

P(A B ) P(A B) P(A B) P(A) P(B) P(A B)′ ′ ′= = − = − − +1 1∩ ∪ ∪   ج(∩

P(A B) P(A B) P(A B)∆ = −∪   د(∩

P(Aگاه  شند، آنا ناسازگار بB و Aاگر دو پيشامد ) 4 B) P(A) P(B)= +∪  

5 (P(A ) P(A)′ = −1  

nAاگر ) 6 ,...,A , A2   : گاه  دو به دو مستقل باشند، آن1

n nP(A A ... A ) P(A ) P(A ) ... P(A )= + + +1 2 1 2∪ ∪ ∪  

 احتمال قبولي شخصي در امتحان شيمي :مثال
2

3
 و در درس رياضي 

1

4
 و در هر دو درس 

1

6
احتمال آن . باشد  مي

  :را حساب كنيد كه

  .فقط در درس رياضي قبول شود) ف    ال

  .در هيچ يك از اين دو درس قبول نشود)     ب

 رو شدن عدد اول باشد، تعيين B و پيشامد 3 رو شدن عدد كمتر از A در پرتاب يك تاس، هرگاه پيشامد :مثال

  :كنيد

   ناسازگارند؟ چرا؟B و Aآيا )     الف

  اند؟ چرا؟  مستقلB و Aآيا )     ب

) مستقل باشند و B و A اگر :مثال ) /P A = 0 ) و 3 ) /P A B = 0 )، آنگاه ∪44 )P Bرا به دست آوريد .    

 در كنكور قبول شود برابر با A احتمال اين كه شخص :مثال
3

5
 در اين كنكور قبول Bكه شخص   و احتمال اين

د برابر با شو
2

3
  . است

  كه هر دو در اين آزمون قبول شوند چقدر است؟ احتمال اين) الف

   در اين آنمون قبول شود چقدر است؟Bكه فقط  احتمال اين) ب

  كه فقط يكي از اين دو نفر در آزمون قبول شوند چقدر است؟ احتمال اين) ج

  ها در آزمون قبول نشوند چقدر است؟ تمال اين كه هيچ يك از آناح) د

   باشد چقدر است؟2كه عدد انتخاب شده داراي رقم  احتمال اين. كنيم  يك عدد سه رقمي را انتخاب مي:مثال
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  : احتمال شرطي

P(B) باشند وقتي Sاي   دو پيشامد از فضاي نمونهB و Aاگر  ≠ كه   به شرط اينA، احتمال وقوع پيشامد 0

.         آيد ي زير به دست مي  رخ داده باشد از رابطهBپيشامد 
P(A B)

P(A | B)
P(B)

= ∩
.  

P(A ديگر به عبارت B) P(B) P(A | B)= ×∩.  

P(A دو پيشامد مستقل باشند، آن گاه B و A اگر :نكته | B) P(A)=.  

}اي يك آزمايش تصادفي به صورت  فضاي نمونه :مثال }, , ,S a b c d=اگر .  است{ }( , , )p a b c = 1

2
 و 

{ }( )p a = 1

4
}ي   باشد، مطلوب است محاسبه } { }( , , | , , )p b c d a b c.  

P(A) باشند به طوري كه Sاي   دو پيشامد از فضاي نمونهB و A فرض كنيد :مثال = 1

2
P(B) و  = 1

3
 و 

P(A B) = 1

4
∩:  

P(Aمقدار ) الف | B) و P(B | A)را حساب كنيد .  

P(Aمقدار ) ب B)∪ و P(A | B )′   . را حساب كنيد′

    . ظاهر شده باشد2 يك تاس، اگر بدانيم عدد رو شده زوج است، احتمال آن را بيابيد كه عدد  در پرتاب:مثال

  دانيم عدد رو شده اول است؛ احتمال زوج بودن آن كدام است؟  در پرتاب يك تاس مي:مثال

. كشيم  ميهاي آن را يكي پس از ديگري بيرون باشد، مهره  قرمز ميي  مهره6ي سفيد و   مهره4 ظرفي شامل :مثال

  .كه اولي سفيد و دو تاي ديگر قرمز باشند احتمال آن

دو مهره به تصادف و متواليا و بدون جايگذاري . ي سفيد است  مهره7ي سياه و   مهره5 يك كيسه حاوي :مثال

  .باشدكه بدانيم اولين مهره سياه است، احتمال آن را بيابيد كه دومين مهره نيز سياه  با فرض اين. كشيم بيرون مي

ي سياه وجود   مهره6ي سفيد و   مهره3ي دوم  ي سياه و در كيسه  مهره7ي سفيد و   مهرهA ،5ي   در كيسه:مثال

كشيم؛ احتمال آنكه اين مهره  ن بيرون ميآاي به تصادف از  ها را به تصادف انتخاب كرده و مهره يكي از كيسه. دارد

  ؟سياه باشد چقدر است

. ي سياه است  مهره1ي سفيد و   مهره2 داراي Bي سياه و ظرف   مهره2ي سفيد و   مهره3 داراي A ظرف :مثال

دهيم و   قرار ميBي رنگ آن، مهره را در ظرف  آورده و بدون مشاهده  بيرون A به تصادف از ظرف  يك مهره

  كه اين مهره سفيد باشد چقدر است؟ احتمال اين. آوريم  بيرون ميBسپس يك مهره از ظرف 

  

   :ي بيز قاعده

P(A) باشند به طوري كه Sاي   دو پيشامد از فضاي نمونهB و Aاگر  ≠ P(B) و 0 ≠ گاه  ، آن0

P(A)P(B | A)
P(A | B)

P(B)
=.  

  .ي قرمز است  مهره3ي سفيد و   مهره1 شامل Bي قرمز و ظرف   مهره2ي سفيد و   مهره3 شامل Aظرف  :مثال

  كنيم، احتمال سفيد بودن آن چقدر است؟  خارچ ميAاي به تصادف از ظرف  مهره) الف

   باشد چقدر است؟Aكه آن ظرف، ظرف  كنيم، احتمال آن ظرفي به تصادف انتخاب مي) ب

كه آن مهره سفيد باشد  كشيم، احتمال آن اي به تصادف از درون آن بيرون مي مهرهظرفي به تصادف انتخاب و ) ج

  چقدر است؟

  . باشدAباشد، احتمال آن را بيابيد كه ظرف مورد نظر  اگر بدانيم آن مهره سفيد مي) د
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   :متغير تصادفي

  .اي به اعداد حقيقي است بعي از يك فضاي نمونه، تاXيك متغير تصادفي مثل 

هاي ظاهر شده در نظر بگيريم، )رو( را تعداد Xكنيم، اگر متغير تصادفي  پرتاب ميدو بار ي سالم را   يك سكه:مثال

  تواند اختيار كند؟  چه مقاديري ميXگاه  آن

 چه Xگاه   در نظر بگيريم، آنپسرها را تعداد X، اگر متغير تصادفي ده داراي سه فرزند استخانوا يك :مثال

  تواند اختيار كند؟ مقاديري مي

  

  : احتمالجرمتابع 

گاه تابع به دست  اش را متناظر كنيم، آن احتمال مربوطه ،Xي   گسستهاگر به هر يك از مقادير يك متغير تصادفي

  .گوييم  احتمال ميجرمآمده تابع 

nxبه عبارت ديگر، احتمال به صورت زير بين مقادير  , x ,..., x1 شود كه به اين جدول، جدول توزيع   توزيع مي2

  .گوييم احتمال مي

nx  ...  x2  x1  ix  

nP(X x )=  ...  P(X x )= 2  P(X x )= 1  iP(X x )=  

  

  .تر يا مساوي صفر است هاي سطر دوم بزرگ  از احتمال  هر كدام:نكته

  . است1هاي سطر دوم جدول همواره برابر با   مجموع احتمال:نكته

  : به صورت زير استX جدول توزيع احتمال متغير تصادفي :مثال

  Xبرد   0    1    2    3  

  
1

12
    a    

a3

4
    a  ( )p X x=  

   چقدر است؟a) الف

)) ب )p X ≤    چقدر است؟2

 ظاهر شده در اين سه پرتاب تعريف هاي)رو( را تعداد Xمتغير تصادفي . كنيم  يك سكه را سه بار پرتاب مي:مثال

  .كنيم مي

  كند؟  چه مقاديري را اختيار ميX)     الف

  . را رسم كنيدXجدول توزيع احتمال )     ب

))     ج )P X   . را محاسبه كنيد1<

 نشان دهيد تابع  :مثال
x

f (x) , x , , ,
−

= = −
2

1 01 3
7

  . استX، تابع توزيع احتمال يك متغير تصادفي 

   است؟X، جدول زير، جدول توزيع احتمال يك متغير تصادفي a به ازاي چه مقادير :مثال

3  1  0  −7  ix  

a −2

10
  

a −1

10
  

a +1

10
  

a −2 3

10
  ip  
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  . را به دست آوريدa به صورت زير است، مقدار Xع احتمال متغير تصادفي  توزي:مثال

i
P(x i) , i , ,

i
P(x j) a , j , , , , ,

P(x k) , k , , ,...

 = = = +


= = =
 = = =



2
1 2 3

1

4 5 6 7 8 9

0 1011 12

   

   كدام است؟k به شكل زير است، مقدار X توزيع احتمال متغير تصادفي :مثال

k x , x , , ,
P(X x)

, x , , ,...

 =
= =  =

2 1 2 3 4

0 5 6 7
  

  

 به صورت X تابع احتمال متغير تصادفي :مثال
i

P(X i) , i , , , ,
a

 
 
 = = =

5

1 2 3 4 P(X است، مقدار 5 )=  را به 4

  .دست آوريد

  

  :توزيع برنولي

  پذيرد، متغير برنولي و توزيع احتمال آن را توزيع برنولي   را مي1 و 0ا دو مقدار  را كه تنهXمتغير تصادفي 

  .گوييم مي

qدهيم كه همواره   نمايش ميq و احتمال شكست را با pدر توزيع برنولي، احتمال پيروزي را با  p= −1.  

  . توزيع احتمال متغير تصادفي برنولي به صورت زير است:تهنك
i ip q , i ,

P(X i)
, i ,

− =
= =  ≠

1 01

0 01
  

  

  .بيايد) رو(قدر پرتاب مي كنيم تا براي اولين بار  ي سالم را آن يك سكه :مثال

  .اي اين آزمايش را بنويسيد فضاي نمونه) الف

  .بيايد) رو(احتمال آن را حساب كنيد كه سكه در پرتاب ششم ) ب

كنيم؛ احتمال آن را حساب كنيد كه در پرتاب سوم براي اولين بار   يك تاس سالم را به طور متوالي پرتاب مي:مثال

  . ظاهر شود3عددي مضرب 
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, د برآم4اي متشكل از  يك فضاي نمونه. 1 , ,d c b aطوري كهباشد به   مي { }( ), ,P b c d = 2

3
} و }( )P b = 1

4
 ،

  :مطلوب است

})     الف } { }( ), , | , ,P a c d b c d  

})     ب } { }( )| , ,P a a c d  

}ي  اگر شير بيايد، به تصادف يكي از اعضاي مجموعه. شود ي سالمي پرتاب مي سكه. 2 }, , , ,1 2 3 4  و اگر خط ظاهر 5

}ي  شود، عضوي از مجموعه }, , , , , ,1 2 3 4 5 6   با چه احتمالي عدد انتخاب شده زوج است؟. كنيم  را انتخاب مي7

) مستقل باشند و B و Aاگر . 3 ) /P A = 0 ) و 3 ) /P A B = 0 )، آنگاه ∪44 )P Bست آوريد را به د.  

)اگر . 4 )P A B− = 1

4
) و  )P A = 3

4
) باشد، مقدار  | )P B Aرا محاسبه كنيد .  

 40 درصد دختران و 70اگر .  دانشجوي دختر وجود دارد و بقيه پسر هستند800 نفري، 1200ي  در يك دانشكده. 5

شود، در  ول شده باشند، با چه احتمالي يك نفر كه به تصادف از دانشكده انتخاب ميدرصد پسران در درس رياضي قب

  اند؟ درس رياضي قبول نشده

 5ي سفيد و   مهره2ي سياه است و دومي شامل   مهره3ي سفيد و   مهره4دو ظرف داريم به طوري كه اولي شامل . 6

كه مهره سفيد  احتمال اين. كنيم اي را خارج مي  آن مهرهها را انتخاب و از به تصادف يكي از ظرف. ي سياه است مهره

  باشد چقدر است؟

  .پيشامدهاي مستقل و متغير تصادفي را تعريف كنيد. 7

 تعيين  رو شدن عدد اول باشد،B و پيشامد 3 رو شدن عدد كمتر از Aدر پرتاب يك تاس، هرگاه پيشامد . 8

  :كنيد

   ناسازگارند؟ چرا؟B و Aآيا )     الف

  اند؟ چرا؟  مستقلB و Aآيا )     ب

 پيشامد آن باشد كه B بيايد و 5مد آن باشد كه حداقل يكي  پيشاAاگر . كنيم دو تاس مختلف را پرتاب مي. 9

  :گاه هاي رو شده برابر باشند، آن شماره

   ناسازگارند؟B و Aآيا )     الف

   مستقل اند؟B و Aآيا )     ب

   كدام است؟B اتفاق افتاده باشد، احتمال رخ دادن Aاگر )     ج

  : باشد5جموع دو عدد كمتر از  آمدن مB، آمدن دو عدد اول و پيشامد Aدر پرتاب دو تاس، اگر پيشامد . 10

))     الف )P A و ( )P Bرا به دست آوريد .  

  اند؟  مستقلB و Aآيا )     ب

  دهد؟  رخ ميBي  رخ داده باشد با چه احتمالAاگر )     ج

ي قرمز و   مهره7ي سفيد و   مهره3ي اول  هايي به اين شرح قرار دارند كه در جعبه ي يكسان، مهره در دو جعبه. 11

ي  ي اول خارج نموده و در جعبه اي را از جعبه مهره. ي قرمز موجود است  مهره5ي سفيد و   مهره10ي دوم  در جعبه

كه اين مهره قرمز باشد چقدر  كنيم، احتمال آن ي دوم انتخاب مي اي به تصادف از جعبه حال مهره. دهيم ار ميدوم قر

  است؟

  احتمال نمونه سوال امتحاني مبحث
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احتمال قبولي شخصي در امتحان شيمي . 12
2

3
 و در درس رياضي 

1

4
 و در هر دو درس 

1

6
احتمال آن را . باشد مي 

  :حساب كنيد كه

  .فقط در درس رياضي قبول شود)     الف

  .در هيچ يك از اين دو درس قبول نشود)     ب

 4ي سفيد و   مهره3ي دوم  ي سياه و در كيسه  مهره7ي سفيد و   مهره5ي اول  دو كيسه داريم كه در كيسه. 13

ي  اگر مهره. كشيم اي از آن بيرون مي  تصادف انتخاب كرده و مهرهها را به يكي از كيسه. ي سياه وجود دارد مهره

  .ي دوم باشد محاسبه كنيد انتخاب شده سفيد باشد، احتمال اين را كه مهره متعلق به كيسه

يكي يكي دو مهره به تصادف و بدون جايگزاري از . ي سياه است  مهره3ي سفيد و   مهره4اي محتوي  جعبه. 14

  .ي اول باشد محاسبه كنيد ي دوم همرنگ مهره احتمال اين را كه مهره. ريمآو جعبه بيرون مي

. ي سياه است  مهره1ي سفيد و   مهره2 حاوي Bي سياه و ظرف   مهره2ي سفيد و   مهره3 حاوي Aظرف . 15

دهيم و سپس يك مهره از ظرف   قرار ميB بيرون آورده و بدون مشاهده در ظرف Aيك مهره به تصادف از ظرف 

Bكه اين مهره سفيد باشد چقدر است؟ احتمال اين.  بيرون مياوريم  

 3ي سفيد و   مهره5 و دومي شامل ي قرمز  مهره4ي سفيد و   مهره3دو ظرف همانند داريم كه اولي شامل . 16

 مهره به تصادف خارج كرده و در ظرف جديدي قرار 2 و از ظرف دوم   مهره3از ظرف اول . ي قرمز است مهره

  :اي به تصادف خارج كنيم اگر از ظرف جديد مهره. دهيم مي

كه اين مهره سفيد باشد چقدر است؟ جواب  احتمال اين)     الف
71

140
  

كه از ظرف دوم باشد چقدر است؟ جواب  ي خارج شده از ظرف جديد سفيد باشد، احتمال اين اگر مهره)     ب
35

71
  

  :اندازيم ي همگني را سه بار مي سكه. 17

A :        پيشامد رخ دادن پشت در پرتاب سومB :پيشامد رخ دادن دقيقا دو پشت در سه پرتاب باشد.  

))     الف )P A و ( )P Bرا محاسبه كنيد .  

  اند؟  مستقلB و Aآيا )     ب

   اتفاق افتاده باشد چقدر است؟Bكه پيشامد  احتمال ايناگر در پرتاب سوم پشت ظاهر شود )     ج

ي سبز موجود   مهره4ي سياه و   مهره3ي سفيد و   مهره2سه ظرف همانند داريم به طوري كه در ظرف اول . 18

 سفيد موجود ي ي سياه موجود است و در ظرف سوم تعدادي مهره  مهره2ي سفيد و   مهره3در ظرف دوم . است

  .كنيم اي از آن خارج مي به تصادف يكي از سه ظرف را انتخاب كرده و مهره. است

  ي خارج شده سفيد باشد چقدر است؟ كه مهره احتمال اين)     الف

  كه از ظرف اول باشد چقدر است؟ ي خارج شده سفيد باشد احتمال اين اگر مهره)     ب

:        توزيع احتمال استنشان دهيد تابع رو به رو يك تابع. 19

( ) ( , , ,..., )
x

p X x x n
n n

+= = =
+2

2 2
1 2 3

3
  

  . فرزند را رسم كنيد3جدول توزيع احتمال متغير تصادفي تعداد دختران يك خانواده با . 20

 اول اگر عدد ظاهر شده روي تاس،. كنيم  را صفر تعريف ميXمتغير تصادفي . كنيم تاس سالمي را پرتاب مي. 21

  .كنيم  را برابر عدد ظاهر شده تعريف ميXصورت مقدار  باشد؛ در غير اين

  .تواند اختيار كند تعيين كنيد  ميXمقاديري را كه متغير تصادفي )     الف

  . را تشكيل دهيدXجدول توزيع احتمال متغير تصادفي )     ب

Xاحتمال پيشامدي را كه براي آن )     ج   .باشد به دست آوريد  مي1≥
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]اگر تابع . 22 ]( ) ( )P X x a x
a

= = − +
2

1
2 ,:                 ، يك تابع جرم احتمال باشد1 , ,x =1 2 3 4       

  . را مشخص كنيدaمقدار )     الف

aبراي )     ب =   . جدول توزيع احتمال را بنويسيد4

  : را قدر مطلق تفاضل دو شماره تعريف كنيمXدر پرتاب دو تاس اگر متغير تصادفي . 23

  .جدول تابع توزيع احتمال اين متغير تصادفي را رسم كنيد)     الف

Xاحتمال پيشامدي را كه براي آن )     ب ≤   .باشد به دست آوريد  مي2

گذاري خارج كنيم و   مهره با جاي3اگر از اين ظرف . ي سياه وجود دارد  مهره1ي سفيد و   مهره1در ظرفي . 24

  : شده تعريف كنيمهاي سفيد خارج  را تعداد مهرهXمتغير تصادفي 

  تواند اختيار كند؟  چه مقاديري ميXمتغير تصادفي )     الف

  . را به دست آوريدXتابع احتمال متغير تصادفي )     ب
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