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 حذ توابع کسزی 

 ی قثل آشٌا ّستین:ی سیز اس پایِتا قضیِ

 

 

 

5     هثال:                                                                
 2 3  2

  1
 

12

6
 2 

      تزای هحاسثِ  در سال گذشتِ دیذین کِ
 

 
اگز تِ  

 

 
است یعٌی جَاب  هبهن تزسین هی گَیین جَاب حذ 

ی حذ تاتع ی تالا تزای هحاسثِقضیِ ین در ایي صَرت دیگزٍاقعی حذ را تِ دست ًیاٍردُ ا
 

 
 قاتلیت استفادُ ًذارد.   در 

 .گزدد رفع ابهامّین تا ٍاقعی اًجام د ذزای تِ دست آٍردى حپس تایذ عولیاتی ت

دى آى اس را در صَرت ٍ هخزج ایجاد هی کٌین ٍ تا سادُ کز       تزای رفع اتْام عاهل صفز کٌٌذُ یعٌی ًکتِ:

 صَرت ٍ هخزج، هقذار حذ را در صَرت ٍجَدتِ دست هی آٍرین.

 گویین سیزا: راعاهل صفز کننذه      

   
     

⇒     0 

 

 

 

ّا در ایي ًقطِ تِ حذ داشتِ تاشٌذ ٍ حذ آى 𝑎ای تِ طَلدر ًقطِ 𝑓  ٍ𝑔اگز دٍ تاتع  قضیه:

𝑚طَر کِ تاشذ ت𝑚 ٍ 𝑙ِ تزتیة  ≠ 𝑜 گاُ تاتع آى
𝑓

𝑔
حذ دارد ٍ ایي حذ تزاتز  𝑎ًیش در  

𝑙

𝑚
 است. 

𝟎درس اول : رفع ابهام حد توابع در حالت 

𝟎
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 رفع ابُام تًابع چىذجملٍ ایبخش ايل :

 حالت ايل :حذف عامل صفز کىىذٌ بٍ کمک تجشیٍ  

 وٌینّا اس دٍ رٍش سیز استفادُ هیا تزا  تجشیِ چٌه جولِ َا:ایتجشیٍ چىذ جملٍیادآيری 

  ب( تجشیِ تِ ووه اتحادّا           الف( فاوتَرگیز 

رٍین وِ شزط استفادُ اس فاوتَرگیز  ٍجَد یه عثارت تزا  تجشیِ یه عثارت اتتها تِ سزاغ فاوتَرگیز  هی

 هشتزن اس .

گیزین ٍ تمیِ عثارات را تز فاوتَر وز هیعثارت هشتزن تا تَاى ووتز را تِ عٌَاى فاوتَر در ً فاکتًرگیزی:الف( 

 دّین:وٌین ٍ در پزاًتش دیگز  لزار هیتماین هی

2     3  4 2       2  4  1  
1     2    

     هشتزن پس    فاوتَر 
→                    1 

 2

 
            

 

 
 1

 

4    2 2  4  2    2  3     3  4 2   2   4  
6    5 2  7    5  7  5    2  4  2   2  
8    2 3  16  2  3  8  7     5  4 4   4   4  
11    15 2  21 3   5 2 3 4   9    4  6  2   3  
12      5      5  11     2         1  

 

 دَا:تجشیٍ بٍ کمک اتحا ب(

 2   2    اتحاد هشدٍج                                                                       

 3   3         2     اتحاد چاق ٍ  غز                                      2     
  دٍ جولِ تاشٌه{

     2 اتحاد  جولِ هشتزن(2  ضزیة یه داشتِ تاشه)                                         سِ جولِ تاشٌه  
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ّا  سیز را تجشیِ وٌیه.عثارت مثال:  

1)  3  3 2   2   3  

2)  2    2     1    2  

3       2    1    

4    3  6  3   2  

5      2      2  

6     3  4 2       2  4  1  

7    5 5  4 4   3   3 5 2  4  1  

8     5   4   4   1  

9    4 5   3   3 4 2  1   3 2  1  2  1  

11   6  8  2 3  4  

11   2 4√  2(1 2√ ) 

12    2  4     2    2  

13    2  1     1    1  

16    2  2  (  √2)(  √2) 

17    3  4     2  4      2    2  

18    3  8     2   2  2  4  

19    3  8     2   2  2  4  

21    3  27     3   2  3  9  

21    3  64     4   2  4  16  

22   8 3  27   2  3  4  6  9  

23    2  4  3     3    1  
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24    2  4  4     2    2     2 2 

25    2  6  8     4    2  

26    2    2     2    1  

27    2  6  5     5    1  

28    2    6     3    3  

29    2  18  72     6    12  

31    2  15  51     11    5  

31    2  5  6     6    1  

32 2 3  32  2   2  16  2    4    4  

حاصل مثال :
2

22

4
lim

6 8x

x

x x



 
 را تِ دس  آٍریه.

 تِ xتِ جا   2رٍش اٍ : تا جایگذار  عهد

 
هی رسین وِ تزا  رفع اتْام تایاتی عاهل صفزوٌٌهُ را در صَرت ٍ  

 ا ّن حذف وٌین تا رفع اتْام گزدد.ههزج درس  وٌین ٍ ت

     

 
22

2 22

2 44 0
lim

6 8 (2) 6(2) 8 0x

x

x x


 

   
                                                                                                             

2       عاهل صفز وٌٌهُ                                                                                         2 0 2x x x        

    
2

22 2

4 ( 2
lim lim

6 8x x

x x

x x 

 


 

)( 2)

( 2

x

x





2 2 4
2

2 4 2)( 4)x


   

 
                                                                             

1     حاصل  مثال :
2 2  4  3

 وهام اس ؟ 2 3 3 2 4 5

     1
2 2  4  3

5 4 2 3 3 2

     تجشیِ     
⇒          1

 2 2  2   

 2 5 2 2  3 
 

2
3
            

 

https://konkur.info



 

 
 

1     هقذار  مثال :
 2 1

 2   2
 را هحاسثِ کٌیذ. 

پذیزًذ. تخش  1   تز ایي ّن صَرت ٍ ّن هخزج تز تزاتز صفزًذ. تٌا x=1صَرت ٍ هخزج کسز تِ اسای  حل:

 کٌین.ایي عاهل را تِ کوک تجشیِ، در صَرت ٍ هخزج ظاّز ٍ سپس حذف هی

      1
 2 1

 2   2
      1

   1    2 

   1    2 
 

1 1

1 2
 

2

3
 

 حذٍد سیز را در صَرت ٍجَد هحاسثِ کٌیذ.مثال :

3      الف(  
 2 9

 2 3 
 

3      (                                   حل
 2 9

 2 3 
    

   3

   3    3 

    3 
    

   3

   3 

 
 

 6

 3
 2       

3      (ب
 2 9

2  6
   (     91دی  –)ًْایی                     

2 عثارت حل( 2 کٌین:     را تا استفادُ اس اتحاد هشدٍج تجشیِ هی 9    2             

حاصل حذ     
  3

   3    3 
2   3 

 
6
2
 3 

1       ج(   
 2 3  2

3  3
 

2 حل( عثارت   کٌین:هیی هشتزک تجشیِ را تا استفادُ اس اتحاد حولِ 2  3 

 2                       

حاصل حذ     
   1

   1    2 
3   1 

    
   1

  2
3

 
 1  2

3
 

1
3
 

1      ت(
 2 5  4

 2  
     (         90دی  –)ًْایی                

 

حاصل حذ                                                                حل(       1
   4    1 

    1 
 

1 4

1
  3 
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 2     را طَری تیاتیذ کِ     مثال :
  2 

 2 4 2  
1

8
 (86خزداد  –)ًْایی        تاشذ.          

   
  2 

  2 
 2  4 2     

  2 

  2 
   2     2  

 
1

2  2 
 

1
4 

 
1
8
⇒ 4  8 ⇒ 2 

 

 حالت دوم:تجشیه توابع چنذ جوله ای به کوک تقسین

ین تِ ووه تماین تجشیِ هی وٌین . اگز تِ  ووه فاوتَرگیز  ٍ تجشیِ ًتَاًین عثارت را تجشیِ وٌ:وکتٍ  

 تذوز: در حال  ّا  سیزاس تماین استفادُ هی وٌین:

2 2  5  3 ٍ  (سِ جولِ درجِ دٍ ضزیة دار هاًٌه    حال  ا   

2 3  3  4 وِ تیشتز اس دٍجولِ داشتِ تاشههاًٌه    3حال  دٍم( عثارت درجِ    

 ای: ای بز چنذ جولهتقسین چنذ جولهیادآوری 

( تِ کنای هقسَم علیِ را تِ صَرت استاًذارد )اس تَاى سیادای هقسَم ٍ چٌذ جولِ: چٌذ جول1ِهزحلِ 

 ًَیسین.سین ٍ تقسین را تِ صَرت چکشی هیًَیهی

کٌین ٍ آى را در ی اٍل هقسَم علیِ تقسین هیای هقسَم را تز جولِی اٍل چٌذ جولِ: جول2ِهزحلِ 

 ًَیسین.خارج قسوت هی

 کٌین.: حاصل تِ دست آهذُ هزحلِ قثل را در تک تک جولات هقسَم علیِ ضزب هی3هزحلِ 

 کٌین.ر هزحلِ قثل را قزیٌِ کزدُ ٍ تا هقسَم جوع هی: جَاب تِ دست آهذُ د4هزحلِ 

 ی تاقی هاًذُ اس هقسَم علیِ کوتز شَد.کٌین کِ درجِ: ایي رًٍذ را آًقذر تکزار هی5هزحلِ 

 
 2 3  6  9 2  4   1  2   
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1هزحلِ        2 3  9 2  6  4   |
2  1           
  2  4  5 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

 2 3   2                               

   8 2  6  4
  8 2  4          
          10  4

                  10  5      
                       1

                         

2هزحلِ   
2 3

2 
  2                         

3ِهزحل    2 2  1  2 3   2

4هزحلِ    2 3   2                      

5هزحلِ                         تکزار هزاحل قثل 

               
8 2

2 
 4 

 

4  2  1  8 2  4             
 8 2  4                                     

       تکزار هزاحل قثل
 10 

2 
  5   

 5 2  1   10  5

                 5  10   قزیٌِ

 

27 3  8              |
3  2           
 9 2  6  4 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 27 3  18 2                                       

18 2  8               
  18 2  12                

          12  8
              12  8      

           0        0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  هماَم علیِ درجِ تالی هاًهُ اس درجِ 

 .ووتز اس  پس تماین اًجام شه
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 کوک تقسین به و تجشیه آنها     ها بز ایبخش پذیزی چنذ جوله

2 3     ای چٌذ جولِ   هثال:  ذ.تقسین کٌی  2   ی اٍل ای درجِرا تز دٍ جولِ 2  5 

 

  

تز      درایي تقسین چَى تاقیواًذُ تزاتز صفز است. تٌاتز ایي 

 تخش پذیز است.  2   

 ی تقسین دارین:تٌاتز راتطِ

     3 2  5  2     2  3  1  0 

      3 2  5  2     2  3  1  

 شذُ است. ّای اٍل ًَشتِتِ صَرت حاصل ضزب عاهل     شَد، ّواًگًَِ کِ دیذُ هی

2 2     ای چٌذ جولِهثال:     تقسین کٌیذ.  3   ی اٍل ای درجِرا تز دٍ جولِ 1  5 

 

 

 

 ی تقسین دارین:تٌاتز راتطِ

     2 2  5  1     3  2  1  4 

  ت.ّای اٍل ًَشتِ صَرت حاصل ضزب عاهلرا       چَى تاقیواًذُ صفز ًشذُ پس ًوی تَاى 

 

3 2  5𝑥  2        𝑥  2 

  3 2  6𝑥       3𝑥  1 

   𝑥  2  

0                                

              2  

  2𝑥2  6𝑥               2𝑥  1 

        𝑥  1 

  𝑥  3  

                4       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

2𝑥2  5𝑥  1           𝑥  3   
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را تز دٍ       ای دلخَاُ  خَاّین در حالت کلی چٌذ جولِهی اکٌَى

تقسین کٌین. فزض کٌین خارج قسوت ایي       ی اٍل ای درجِجولِ

ی تاشذ:    راتطِ Rی آى عذد ثاتت ٍ تاقیواًذُ     ای تقسین، چٌذ جولِ

 تقسین تِ صَرت سیز است:

                  

 تزاتز صفز شَد)یعٌی هقسَم تز هقسَم علیِ تخشپذیز تاشذ( آًگاُ خَاّین داشت:    ایي راتطِ،اگز تاقیواًذُ 

               

 ًَشتِ شذُ است. های اولحاصل ضزب عاهلتِ صَرت      یعٌی، 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   𝑄 𝑥  

     𝑅 

𝑓 𝑥            𝑥  𝑎   
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 م تقسینبذوى انجا      بز     به دست آوردى باقیوانذه تقسین چنذجوله ای 

2 2     ای چٌذ جولِ   هثال:  تقسین کٌیذ.  3   ی اٍل ای درجِرا تز دٍ جولِ 1  5 

 

 

 . 

 

   است. 4ٍتزاتز  دّینهی ًشاى  Rدر تقسین تالا، تاقیواًذُ را تا -

2 2 را هساٍی صفز قزار هی دّین ٍ در هقسَم  3     )هقسَم علیِ  :قزار هی دّین دارین  1  5 

   3  0 ⇒   3 

  3  2 9  5 3  1  18  15  1  4 

    3   یعٌی تزاتزًذتا ّن  تاقیواًذٍُ   3   هقذار-

را تز دٍ       ای دلخَاُ  خَاّین در حالت کلی چٌذ جولِاکٌَى هی

تقسین کٌین. فزض کٌین خارج قسوت ایي       ی اٍل ای درجِجولِ

ی تاشذ:    راتطِ Rی آى عذد ثاتت واًذٍُ تاقی     ای تقسین، چٌذ جولِ

 تقسین تِ صَرت سیز است:

                  

در دٍ طزف  xتِ جای  aتا قزار دادى  x=aدرست است؛ اس جولِ تِ اسای  xایي راتطِ، تِ اسای توام هقادیز 

 ی فَق خَاّین داشت:راتطِ

               ⏟        
 

  ⇒        

                   𝑄 𝑥  

     𝑅 

𝑓 𝑥            𝑥  𝑎   

  2𝑥2  6𝑥               2𝑥  1 

        𝑥  1 

  𝑥  3  

                4       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

2𝑥2  5𝑥  1           𝑥  3   
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3 2     ای ًشاى دّیذ چٌذ جولِهثال :  5 2   پذیز است.  تخش 2  ای تز دٍ جولِ 10  3 

  2  0     2 

    2  2  2 3  5  2 2  3  2  10   16  20  6  10  0 ⇒   0 

2 2     ای الف( ًشاى دّیذ چٌذ جولِهثال:   2  پذیز است.تخش 1  ای تز دٍجولِ 1 

 ّا تٌَیسیذ.را تِ صَرت حاصل ضزب عاهل     ( تِ کوک تقسین،  ب

 :  الف( 1سَال 

   1  0     1 

    1  2  1 3    1 2  1   2  1  1        

 ب( 

 

                  1  2 2    1  

 

 

𝑥 ی اٍل ای درجِتز دٍ جولِ  𝑓 𝑥ای در تقسین چٌذ جولِ قضیه:  𝑎  ُی تقسین تاقی هاًذ

 است.  𝑓 𝑎تزاتز 

𝑥 تز  𝑓 𝑥تِ ستاى سادُ تز:تزای تِ دست آٍردى تاقیواًذُ تقسین   𝑎   تذٍى اًجام تقسین

𝑥 هقسَم علیِ یعٌی    𝑎   را هساٍی صفز قزار هی دّین ٍعذد تِ دست آهذُ را در هقسَم یعٌی

𝑓 𝑥 قزار هی دّین. 

𝑥 تز   𝑓 𝑥ز صفز تاشذ آًگاُ تزات  𝑓 𝑎اگز  نتیجه:  𝑎  .تخش پذیز است 

   𝑥  1  

        0 

 2𝑥3  𝑥2  1                𝑥  1 

   2𝑥3  2𝑥2           2𝑥2  𝑥  1 

  𝑥2  1 

    𝑥2  𝑥  

𝑥  1  
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3 2     ای چٌذ جولِ هثال:   2  را در ًظز تگیزیذ.            1 

 چزا؟ تلِ پذیز است؟تخش  1   تز      ف( آیا ال

  1  0 ⇒    1     1  2  1 3    1 2  2  1  1  0 

 ب( تا اًجام تقسین، درستی ادعای خَد را تزرسی کٌیذ: 

 ّا تٌَسیذ.را تِ صَرت حاصل ضزب عاهل      ج( 

               1  2 2    1  

 

 

3 3       را تز 2   ی تقسینتاقی هاًذدُ مثال :  5 2  دست آٍریذ.را تِ 20  14 

  2  0 ⇒    2     2  3  2 3  5  2 2  14  2  20   24  20  28  20   92 

3 2       تز 1  ای ًشاى دّیذ چٌذ جولِهثال:   3 2 پذیز است ٍ سپس تخش 6  5 

 ّا تٌَیسیذ.را تِ صَرت حاصل ضزب عاهل     

 پذیز است:تخش 1  تز      گاُ شَد، آى 0  1  حل(اگز 

  1  2 1 3  3 1 2  5 1  6  2  3  5  6  0 

 کٌین:تقسین هی 1  را تز      پذیز است. تخش  1  تز      پس 

 

 

 

 

3 3  𝑥2  1        𝑥  1 

  2 3  2𝑥2      2𝑥2  𝑥  1 

             2  1 

    𝑥2  𝑥  

          𝑥  1 

         1  

           0 
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2 3  3 2  5  6 |
  1

2 2    6
 

 2 3  2 2

                                
  2  5  6

 

 2   
                                

 6  6
 

6  6
                                

0
 

 ی تقسین، دارین: تٌاتز راتطِ

2 3  3 2  5  6     1  2 2    6  

2 2ی دٍم  عثارت درجِ  شَد ٍ در ًتیجِ دارین:تجشیِ هی  2    3  2 تِ صَرت  6   

2 3  3 2  5  6     1  2  3    2  

4        تز 1  اگز  هثال:    2  دست آٍریذ.را تِ aپذیز تاشذ، هقذار تخش  5  4 

 0  1  پذیز است، پس:                        تخش x-1تز      حل( 

  1  14    1 4  4 1  5    10  0     10 

3        تز 2  اگز  هثال:    2 تز      ی تقسین پذیز تاشذ ٍ تاقی هاًذُتخش 6    

 دست آٍریذ.  را تِ  1  تاشذ، هقذار  -18تزاتز 1  

 است: 0  2  پذیز است، تٌاتز ایي  تخش  2  تز      حل(  

  2  23    2 4    2  6  0 

⇒ 4  2   2 
           2        
→       2     1            1  

 است: -18تزاتز   1   است، پس هقذار  -18تزاتز  1  تز      ی تقسین تاقی هاًذُ

   1    1 3     1 2     1  6   18 ⇒      11          2  
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      1   2     
→       {

2     1
     11

 

⇒ 3   12 ⇒    4 
       2     1    
→           8     1 ⇒   7 
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4 2       تز 1  ای ی چٌذ جولِاگز تاقی هاًذُ  :هثال ی تاشذ. تاقی هاًذُ 2تزاتز  2    

 (92دی  –)ًْایی                                                                        را تیاتیذ. 1  تقسین آى تز 

1    ( حل  0 ⇒    1     1  2 ⇒ 2  1 4     1  2  2 ⇒   2 

⇒      2 4  2  2 

  1  0 ⇒   1    1  2 1 4  2 1  2  6 

     تاتع  حذ هثال:
2 3 3 2 4

 3 8
 یذ.در صَرت ٍجَد تِ دست آٍر 2   ی را در ًقطِ 

را در صَرت ٍ هخزج   2   تزاتز صفزًذ. تایذ عاهل  2   در ایي هثال ًیش صَرت ٍ هخزج تِ اسای  حل:

ّای اٍل تجشیِ کٌین. اها تزای تِ حاصل ضزب عاهل چاق ٍ لاغزتَاًین تِ کوک اتحاد ظاّز  کٌین. هخزج را هی

 کٌین:تقسین هی  2   ی صَرت، آى را تز تجشیِ

 

 

 تَاى ًَشتی تقسین هیِتٌاتز راتط
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 حذهای سیز را درصورت وجود هحاسبه کنیذ. هثال:

4      الف(
 3 5 2 3  4

2 3 3  20
           

، کسز تِ صَرت  xتِ جای  4حل( تا قزار دادى عذد 
 

 
ای ّای                              آیذ. تٌاتز ایي چٌذ جولِدر هی 

 3  5 2  3  4  ٍ2 2  x-4ّا تز ایپذیزًذ ٍ تا تقسین ایي چٌذ جولِتخش  4  تز  20  3 

 کٌین:شیِ هیّا را تجثارتع

 2  5 2  3  4     4   2    1  

2 2  3  20     4  2  5  

حاصل حذ     
  4

   4   2    1 
   4  2  5 

 
42  4  1
2 4  5

 
11
13

   

 

  5      ب(
 3 4 2 4  5

 2 25
  

   
  5

 3  4 2  4  5
 2  25

     
  5

   5   2    1 
   5    5 

    
  5

 2    1
   5 

 
25  5  1

10
 

29
10

 

4       ج(
 2 3  4

 3 4 2   4
 

       4
 2 3  4

 3 4 2   4
        4

   4    1 

   4   2 1 
       4

  1

 2 1
 

 5

17
 

2       ت(
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3  تز 2  تا تقسین   حل(  5 2  دارین:   4  12 

  3  5 2  12  4     2   2  7  2  

3 عثارت    کٌین:تحاد چاق ٍ لاغز تجشیِ هیرا تِ کوک ا 8 

 3   3         2      2  
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 رفع ابُام تًابع رادیکالی با استفادٌ اس گًیا کزدن :بخش ديم

 

 

 

 

 

  درههزج  یا صَرت واز رادیىا  : ايلحالت 

 تًجٍ:

 

 

 

ع گاّی صَرت یا هخزج تات تذکز:
𝑓

𝑔
 شاهل یک عثارت رادیکالی است ٍ 

     𝑥 𝑎 𝑓 𝑥     𝑥 𝑎 𝑓 𝑥  𝑜ِی حذ در ایي حالت تزای هحاسث
𝑓

𝑔
 aی در ًقطِ 

𝑥 لاسم است اتتذا صَرت ٍ هخزج را در یک عثارت رادیکالی ضزب کٌین تا عاهل   𝑎   یا عثارتی

صَرت ٍ هخزج ظاّز شَد تا تا سادُ کزدى آى اس شذُ است، در  𝑔 ٍ 𝑓کِ هَجة صفز شذى 

 صَرت ٍ هخزج، تتَاًین هقذار حذ را در صَرت ٍجَد تِ دست آٍرین.
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